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Matematika Probaérettségi Megoldokulcs 2018. februar 10.

1. rész: Az alabbi 12 feladat megoldasa kotelezo volt!

1) Adott a kovetkezo két halmaz: A = {12 pozitiv osztéi} , B= {egyjegyl'i pozitiv primek} :

a) Soroljafel az An B halmaz elemeit! (1 pont)
b) Hany elemii az A\ B halmaz? (1 pont)
Megoldas:
a) A halmaz elemei A={1;2;3; 4;6;12}. B halmaz elemei B={2; 3;5; 7} . A metszet a
két halmaz k6zos elemeit tartalmazza, tehat ANB = {2; 3} . (1 pont)
b) Az A és B halmaz kiilonbsége A azon elemei, amelyek nem elemei B -nek. Tehat
A/B= {1; 4; 6; 12}, tehat a kiilonbség 4 elemii. (1 pont)

Osszesen: 2 pont

2) Egy évfolyam tanuloinak 45%-a lany. Hanyan vannak az évfolyamon, ha a fitik szama 887
(2 pont)

Megoldas:

A fiuk az évfolyam 55%-at teszik ki, tehat a teljes évfolyam létszama megkaphato az

x-0,55=88 egyenletbdl. Ezt rendezve: X = % =160. (2 pont)

Osszesen: 2 pont

3) Melyik szam nagyobb 101101, vagy 46,,? (2 pont)
Megoldds:

101101, tizes szamrendszerre atirva 32-1+16-0+8-1+4-1+2-0+1-1=45, tehat a 46,, a

nagyobb szam. (2 pont)

Osszesen: 2 pont

4) Mi a hozzarendelési szabalya az abran lathaté fiiggvénynek? (2 pont)
Megoldas:

c) f(x)=§x+2 (2 pont)

Osszesen: 2 pont

5) Egy osztaly hat didkja koziil mindenki harom masik osztalytiarsaval tartott mar parban
kiseldadast. Cili mar adott elé6 Daviddal és Eszterrel, Aliz még nem szerepelt egyiitt sem
Brigivel, sem Daviddal. Kivel nem adott még elé Fanni?

Valaszat indokolja! (3 pont)
Megoldds:
A mar megtartott el6adasok graffal szemléltethetok: (2 pont)
A B
F C
E D
Fanni Cilivel és Eszterrel nem tartott még eléadast. (1 pont)

Osszesen: 3 pont
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6) Hatarozza meg az alabbi allitasok logikai értékét!
a) Egy konvex kilencszog belsé szogeinek osszege 1440°.
b) Egy haromszog sulyvonala mindig felezi a hiromszog teriiletét.

c) Van tengelyesen szimmetrikus paralelogramma.

d) A haromszog kozépvonalai mindig egy pontban metszik egymast. (3 pont)
Megoldas:

a) Hamis

b) Igaz

c) lgaz

d) Hamis (3 pont)

(4 jo valaszra 3, 3 j6 valaszra 2, 2 j6 valaszra 1 pont adhato.)
Osszesen: 3 pont

7) Milyen valos X érték esetén teljesiil az alabbi egyenléség?
1

Iog4(2x—5)=§ (2 pont)
Megoldas:
A logaritmus szabalyat kihasznalva % =log, 2. (1 pont)

Ezt visszahelyettesitve az eredeti egyenletbe: log, (2X - 5) =log, (2)
Egyenletet megoldva a megoldas: X = % (1 pont)
Osszesen: 2 pont
8) Egy focista két passzolasi lehetéséget lat, az egyik jatékos 15, a masik 22 méterre all téle.

Milyen messze van egymastol a két csapattarsa, ha az 6ket 6sszekoté szakaszt 125° -0s
szogben latja? (Valaszat egészre kerekitve adja meg!)

Valaszat indokolja! (3 pont)
Megoldds:

Tavolsaguk megkaphat6 a koszinusztétel alkalmazasaval: ¢* =a”+b” —2abcosy . (1 pont)

¢ =+/a? +b? —2abcosy = 15? +22? —2.15.22-c0s125° = 32,98 (1 pont)

Tavolsaguk 33 m. (1 pont)

Osszesen: 3 pont

9) Jazmin kivagott egy filc haromszoget, melynek oldalai 8, 13, és 15 centiméter hosszuak.

Jazmin dccse, Aron, szeretne egy nagyobb, de Jazminéhoz hasonlé haromszoget kivagni,
melynek Kkeriilete 48 cm. Mekkora lesz Aron haromszogének legnagyobb oldala? (2 pont)

Megoldas:
Jazmin haromszogének a kertilete: K =8+13+15=36 cm
A két haromszog keriiletének hanyadosa a hasonldsag aranya: A = % = % (1 pont)
Aron haromszdgének leghosszabb oldala: 15 g =20cm (1 pont)

Osszesen: 2 pont
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10) Egy hangya elindul egyenesen a koordinatarendszer (4; 2) pontjabol az origé felé. irja fel
a mozgasat leiré egyenes egyenletét! (2 pont)

Megoldas:

. 2 1 ) .
Az egyenes meredekségét leolvasva a koordinatakbol: 2 = > ¢s mivel az origdbn megy at.
1
a keresett egyenlet y = > X vagy Xx—2y=0. (2 pont)

Osszesen: 2 pont

Alternativ megoldds:

Az egyenes két pontja az origd (0;0) és a (4;2) pontok, melyekbdl felirhato az egyenes
normalvektora: n(—2;4). (1 pont)
Az egy ponton atmend normalvektora egyenes képletét felhasznélva: —2x+4y=-2-4+4-2
Eztrendezve -2x+4y =0 (vagy ezzel ekvivalens egyenletek is elfogadhatok). (1 pont)
Osszesen: 2 pont

11) Adja meg a kovetkezo egyenlet [n;2n] intervallumba esé megoldasait a valés szamok
halmazan!

cos(2x) = (3 pont)

N

Megoldds:

Ha cos (g - 2knj = % , akkor az egyenletbe visszahelyettesitve 2x = g + 2km , ahol k e Z

Egyenletet megoldva: x = %+ knt (1 pont)
5n 1 : , 5n

Ha cos 3 +2In |= 5 akkor az egyenletbe visszahelyettesitve 2X = 3 +2ln, ahol | € Z

Egyenletet megoldva: x = %n +In (1 pont)

.
A [r;2n] intervallumba esé megolddsok: X, = %, X, =—"— (1 pont)
Osszesen: 3 pont

12) Egy mértani sorozat elsé tagja g . Az elsé harom tag osszege % . Mekkora lehet a masodik
tag? (4 pont)
Valaszat indokolja!

Megoldas:

Azelsd tag: a, = g

Felhasznalva az elsé tagot és a harom tag dsszegét: a, +a,-q+a,-q° = s (1 pont)
Az els6 tagot behelyettesitve a kordbbi egyenletbe a kovetkezd kifejezést kapjuk:

5,5,,55_%
2 2 2 18
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5 . o .
Az egyenletbdl 3 -et kiemelve és egyszerlisitve vele a kdvetkezd masodfoku kifejezést kapjuk:

19
1+9+0°=—
g+q 9
- 2, 5
Amelynek két gyoke: qlzg és Qz:—g- (1 pont)
2 52 5
L. Idas: g, =—=a,=a,-q=—-—=— 1 pont
megoldis: 0, = £ =8, =8,-q=>-*=> (1 pon)
5 5 5 25
II. megoldas: g, =——=a, =, -=—+| —— |=—— 1 pont
g 0, 5 ,=a,-(q 2( Zj 6 (1 pont)

Osszesen: 4 pont

Maximalis elérheto pontszam: 30 pont
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II/A. rész: Az alabbi harom példa megoldasa kotelezo volt!

13) Adott a [-2;4[ intervallumon értelmezett f (x)=-2|x—2|+4 fiiggvény.

a) Abrazoljaaz f (X) fiiggvényt! (3 pont)
b) Adjamegaz f (X) fiiggvény értékkészletét és szélsoértékeit! (5 pont)
C) Abrazolja szamegyenesen a 5_2X >0 egyenlétlenség megoldashalmazat! (5 pont)
X —_
Megoldas:
a) Abrazolas soran a kovetkez6 pontok kaphatok: vA
Abszolutérték  fliggvény ,,v” alakjanak helyes
abrazolasa, meredekség kétszerezése, tiikkrozés az X
tengelyre. (1 pont)
Eltolas az X tengely mentén jobbra 2-vel, és az y
tengely mentén felfelé 4-gyel. (1 pont)
Intervallumhatarok helyes abrazolasa. (1 pont)
b) R, =[-44] (1 pont) 1
(Abszolut) maximum: (2;4) (2 pont) ] 3
(Abszolut) minimum: (—2;—4) (2 pont)
c) Kikotés: x<5¢és x#2 (1 pont)
Mivel a szamldlé6 minden értelmezési tartoméanybeli
X -re nemnegativ, ezért a nevezdének is pozitivnak kell
lennie. (1 pont)
X—=2>0=>x>2 (1 pont)
Kikotéssel dsszevetve: 2<X<5 (1 pont)
Szamegyenesen abrazolva: (1 pont)
} t i } } t i H—
0 2 >

Osszesen: 13 pont

14) Egy derékszogii haromszog alaki szendvicset készitiink, melynek legrovidebb oldala 6 cm,
az atfogohoz tartozo magassaga 4,8 cm.

a)
b)

c)
d)

Milyen hosszi majonéz csikkal lehet korbevenni a szendvicset? (5 pont)
Legalabb mekkora sugaru kor alaka parizsit kell venniink, hogy teljesen lefedje a
kenyeret? (2 pont)
Egészre kerekitve hany szazaléka 10g le a parizsinak a szendvicsrol? (3 pont)

Emese szerint, ha egy 13 cm atfogoju, 5 cm befogoju derékszogii haromszoget
megforgatunk a rovidebbik befogdja koriil, akkor nagyobb térfogatu kupot kapunk,
minthogyha a hosszabbik befogoja koriil forgattuk volna meg. Zsofi szerint Emese
téved. Melyik lanynak van igaza? Miért? (3 pont)
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Megoldas: p

a) m,=48cm, b=6cm \ c
A magassag ¢és a megadott oldal hosszabol Pitagorasz- q
tétel felirdsaval megkapjuk az &bra szerinti atfogdé p 6 cm 4.8 cm
részét. p=+/6>—4,8° =3,6 cm (1 pont)

Magassagtételt felhasznalva kiszamolhato az atfogo

masik oldala. a
2 2
:m_czﬁ:6,4cm (1 pont)
p 36

Az atfogd két részét 6sszeadva megkapjuk az atfogo hosszat: 3,6+ 6,4 =10 cm (1 pont)

Ujabb Pitagorasz-tételt felhasznalva kiszamithaté a harmadik oldal:

a=+/c> —b* =/10° —6% =8 cm (1 pont)

Tehat K =a+b+¢c=8+6+10= 24 cm hosszu majonéz csikkal lehet kérbevenni. (1 pont)
b) Thalész-tétel megforditasa miatt: (1 pont)

R= % = ? =5 cm sugaru parizsit kell venniink. (1 pont)
C) A parizsi teriilete: R*m = 251 cm?

A szendvics teriilete: a_2b = 4?8 =24 cm? (1 pont)

A lelogo rész a két teriilet kiilonbsége: 25t —24 (1 pont)

% ~ 69%-a 16g le a parizsinak a szendvicsrol. (1 pont)

T
d) Masik befogo Pitagorasz-tételbél: 1/13* -5 =12
. r’n-M 12%°zn-5
Kisebb befogd koriil megforgatott kup térfogata: V, = 3 = =240n (1 pont)
: L . 5712
Nagyobbik befogo koriil megforgatott kup térfogata: V, = =100=n (1 pont)
Mivel V, >V, , ezért Emesének van igaza. (1 pont)

Osszesen: 13 pont

15) Egy céges bulin 90 alkalmazott koccint ugy, hogy el6észor a nék koccintanak egymassal,
utana a férfiak ugyanigy. Osszesen 1984 koccintas tortént.

a) Hany férfi van a céges bulin, ha tudjuk, hogy a nék vannak tobben? (6 pont)

b) Ha az elsé 90 pozitiv egész szambol kivalasztunk kett6t, mennyi a valésziniisége annak,

hogy mindkét szamban van 5-6s szamjegy? (4 pont)
Megoldas:

a) X =nok szama, 90— X =férfiak szama. (1 pont)

(90—x)(89—-x)

X(x—-1 .
A nok kozott %, a férfiak kozott darab koccintas tortént, dsszesen

x(x—1)+(90—x)(89—x)

5 =1984 (1 pont)
Rendezés utan: x> —90x+2021=0 (1 pont)
X, =43, ekkor a férfiak szama 47, de mivel tudjuk, hogy a n6k vannak tobben, ez a feladat
szOvege szerint nem helyes megoldas. (1 pont)
X, =47, ekkor a férfiak szama 43, ami kevesebb, mint a nék szama. (1 pont)
Tehat 43 férfi van a céges bulin. (1 pont)
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b) Az els6 90 pozitiv egész szam koziil, amelyek tartalmaznak 5-6s szamjegyet:

5; 15; 25; 35; 45; 50; 51; 52; 53; 54; 55; 56; 57; 58; 59; 65; 75; 85, ez 18 darab. (1 pont)
18
Kedvezo esetek szama: ( 5 j =153 (1 pont)
: et e 90
Mivel 90 szambol valasztunk kettot, az 6sszes eset: 5 = 4005 (1 pont)
(18J
, T
Tehat a keresett valoszinliség: >—<% = 0,038 (1 pont)

Y

Osszesen: 10 pont

Maximalis elérheto pontszam: 36 pont

II/B. rész: Az alabbi harom példa koziil kettot kellett megoldani!

16) Vettel az els6 10 Forma 1-es futamon haromszor szerzett 25 pontot, kétszer 18 -at, egyszer
15-0t és 12 -t, kétszer 6 -ot, egyszer pedig nem szerzett pontot.

a) Hany pontot ért el Vettel eddig atlagosan? (2 pont)
b) Mennyi az altala elért pontok szérasa? (2 pont)

C) A német pilota altal megszerzett pontok a kovetkezé harom versenyen egy szamtani
sorozatot alkotnak. Ha a legsikeresebb eredményéhez még 32 extra pontot kapna,
akkor ebbdl a harom szambdl egy mértani sorozat elsé harom tagja lenne. Hiany pontot
ért el az elmilt harom versenyen egyenként, ha 6sszesen 30 pontot szerzett? (7 pont)

d) Annak a valosziniisége, hogy Vettel futamot nyer 65%. Mennyi a valésziniisége annak,

hogy a hét hatralévé futam koziil legalabb harmat megnyer? (6 pont)
Megoldds:
2) v 3-25+ 2-18+ig+12+2-6+0 _ 150 _15 pont (2 pont)

Vettel eddig atlagosan 15 pontot ért el.
B o= \/3-(25—15)2 +2-(18-15) +(15-15)" +(12-15)" +2-(6-15)" + (0-15)*
10
6=8,45 (2 pont)
c) A kovetkezd harom pontszam szamtani sorozatot alkot, tehat felirhatok a kovetkezd alakban
a,=a,—d, a, és a, =a, +d, tovabba tudjuk, hogy 8sszegiik 30, vagyis:

=8,45

(a,—d)+(a,)+(a,+d)=30=a,=10 (1 pont)
a,—d; a,; a, +d +32 egy mértani sorozatot alkot, amelybe a mar ismert &, -t behelyettesitve a
kovetkez6t kapjuk: 10—d; 10; 42+d (1 pont)
Mértani sorozat egymast kovetd harom tagjara teljesiil, hogy a széls6 két tag szorzata a kozépséd
tag négyzetével egyenld, tehat (10 —d ) -(42+d) =100 (2 pont)
Ezt rendezve d? +32d -320=0 (1 pont)
Az egyenlet megoldasai: d, =8 és d, =—40 (szoveg szerint lehetetlen) (1 pont)
Vettel az utolsé harom versenyen 2;10;18 pontot ért el. (1 pont)
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d) P(nyer)=0,65, ekkor P(nem nyer)=0,35 (1 pont)
Legalabb harom gybézelem: P ( A) =P (3) +P (4) +P (5) +P (6) +P (7)
A komplementere, a kevesebb, mint harom gyézelem: P (Z\) =P(0)+P(1)+P(2)

Mivel a kedvezobtlen esetekbdl van kevesebb, érdemes komplementer eseménnyel szdmolni.

(1 pont)
P (0 gydzelem) = 0,35’ (1 pont)
7
P (1 gydzelem) = [J -0,65-0,35° (1 pont)
77 7 2 5
P(2 gybzelem) = 5 -0,65%-0,35 (1 pont)

Ezek 6sszege: 0,0556 , vagyis a legalabb 3 gydzelem valoszintisége 1—0,0556 = 0,9444
(1 pont)
Osszesen: 17 pont
17) A derékszogii koordinatarendszerben egy karét szurunk az O(—2; 7) pontba, amihez egy

o0t méteres porazzal kikotiink egy kutyat. (Legyen a koordinatarendszer egy egysége 1
méter.)

a) Elhelyeziink egy gumikacsat az A(l; 2) , és egy gumicsontota B (—3; 3) pontba. Melyik
jatékot érheti el a kutya? (4 pont)

b) 1rja fel a legnagyobb sugari kor egyenletét, amit bejarhat a péraz elszakitasa nélkiil!
(3 pont)

c) Korbe-korbe futas kozben a poraz elszakad, épp amikor a (2; 10) ponton szalad at, igy
onnan az érinté mentén halad tovabb. Irja fel az érinté egyenletét! (6 pont)

d) lrjale a kovetkezé allitas megforditasat!

»Ha egy kutya ugat, akkor nem harap.” (2 pont)
e) Fogalmazza meg a kovetkezo allitas tagadasat!
»Minden kutya ugat.” (2 pont)
Megoldas:
a) Azt a jatékot érheti el, melynek az O ponttol valo y
tavolsdga nem nagyobb, mint 5 méter. (1 pont)
Az O pontbol A pontba huzott vektor: OA (3; —5) = ~
Melynek hossza: P(2;10)

\074\:,/32+(_5)2:J3_4z5,83>5 (1 pont) / &N

Az O pontbél B pontba hiizott vektor: OB = (—1;—4) _
Melynek hossza: \ 7 J

OB = {(-1)° +(-4)" =17 ~ 4,12 <5 (1 pont)

Tehat csak a B pontban talalhat6 jatékot érheti el.
(1 pont)
b) Mivel a poraz végpontja az O pontban van rogzitve,
igy a kor kdzéppontja: O(—Z; 7) (1 pont) x

o]
w

3)
37
N~ L

[+

Tovabba tudjuk, hogy a poraz hossza 5 méter, amely egyenlé a kor sugaraval: r=5 (1 pont)
Ezekbdl az adatokbol felirhato a kor egyenlete: (X + 2)2 + ( y-— 7)2 =25 (1 pont)

-9-
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c) A Kkeresett egyenes a P(2;10) pontba htzott kort értintd egyenes lesz. (1 pont)
Ennek az egyenesnek a normalvektora az O-bol P-be huzott iranyvektor 90°-0s elforgatottja
lesz: OP, = n(4;3) (2 pont)
Az egyenes egy pontjat €s normalvektort felhasznalva az egyenes egyenlete:
4x+3y=4-2+3-10 (2 pont)
Tehat az érint6 egyenlete: 4x + 3y = 38 (1 pont)

d) Az allitas megforditasa: ,,Ha egy kutya nem harap, akkor ugat.” (2 pont)

e) Az allitas tagadasa: ,,Van olyan kutya, amelyik nem ugat.”

Vagy: ,,Nem minden kutya ugat.” (2 pont)

Osszesen: 17 pont

18) Egy 90 féréhelyes szallodaban tobb programot is szerveztek az ott lakoknak a két iinnep
kozott: lehetett bowlingozni, varost nézni, és korcsolyazni is. A 90 vendégbol 26-an vettek
részt mindharom programon, 6-an egyiken sem. 36-an voltak varosnézésen és bowlingozni
is, 34-en varost nézni és korcsolyazni.

a) Hanyan vettek részt csak a varosnézésen, ha ugyanannyian voltak varost nézni, illetve
bowlingozni, és nincs olyan, aki csak korcsolyazott? (7 pont)

b) Azok koziil, akik mindharom programon részt vettek 9-nek nincs gyermeke, 4-nek
egy, 5-nek kettd, 6-nak harom, a tobbieknek pedig négy gyerekiik van. Hatiarozza meg
az adatok méduszat és medianjat! (4 pont)

c) AKik nem vettek részt egyik programon sem, elmentek egyiitt karaoke barba, ahol -
egy apro technikai hiba folytan - mindenki két dalbol (egy magyar, egy kiilfoldi)
valaszthatott, és mindenki egyediil énekelt. Hinyféle sorrendben hangozhattak el a
dalok, ha 4-en énekeltek magyarul? (3 pont)

d) A tavalyi évben, amikor szintén telthaz volt, egyszerre volt a harom program. igy
mindenki csak az egyiken tudott részt venni, viszont a szalloda minden lakdja
valasztott maganak koziiliik elfoglaltsagot: bowlingozni 30-an, varosnézésen 18-an
voltak. Készitse el a harom program kordiagramjat! (3 pont)

Megoldas:

a) Venn-diagram jeloléseit felhasznalva 6sszesen 90, a harmas
metszetben 26, kiviil pedig 6 {6 talalhato.
a+b+c+d+e+f+g+h=90

g=26

1 pont
o6 (1 pont)
c=0
d+g=36=d =10 (1 pont)
f+g=34= f =8 (1 pont)

Mivel ugyanannyian voltak bowlingozni mint varosnézésen
a+d+g+f=b+e+d+g

a+10+8=b+e+10

a+8=Db+e (1 pont)
Az els6 egyenletbe visszahelyettesitve

a+a+8+10+8+26+6=90

2a=32 (2 pont)
a=16
Csak varosnézésen 16 -an vettek részt. (1 pont)

-10 -
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b)

d)

Gyerekek szama 0 1 2 3 4

Udiildk szama 9 4 5 6 2
Mobdusz (a leggyakrabban el6fordul6 elem): 0 (2 pont)
n+1 26+1:13'5 (1 pont)

Median sorszama: T = >

Median tehat novekvo sorrendben a 13. és 14. elem szamtani atlaga % ,tehat 1,5. (1 pont)

A négy magyar ¢s két kiilfoldi dal 0sszes lehetséges sorrendjét a hat elem ismétléses

cres

A dalok 15 féle sorrendben hangozhattak el.
A 90 iidiil6 mindegyike részt vett valamelyik programon.

Egy f6hoz tartozo kozépponti szog: % =4

(2 pont)
(1 pont)

Az egyes programokhoz tartozo kozépponti szogek tehat: bowling 30-4° =120°, varosnézés

18-4° =72" és korcsolyazas 42-4° =168°

Abrazolas...

(1 pont)
(2 pont)

Osszesen: 17 pont

A szerezhetd maximdlis pontszdam: 100 pont
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