Matematika Probaérettségi Megoldokulcs 2016. januar 16.

MATEMATIKA PROBAERETTSEGI MEGOLDOKULCS
—EMELT SZINT -

1) Elvira a konyveit harom polcon tarolja, az elsé polcon szépirodalmi konyveket, masodikon
albumokat, harmadikon pedig miiszaki jellegii konyveket tarol. A szépirodalmi konyvek
és az albumok szama agy aranylik egymashoz, mint 7:5, tovabba tudjuk, hogy miiszaki
témat feldolgozo konyvbol 1,8-szor annyi van, mint albumbdl. Elvira egy antikvariumi
akcio soran 15 1j konyvet tervez vasarolni, amelyekb6l ha minden polcra ugyanannyit
helyezne el, akkor az egyes polcokon 1évé konyvek szamanak aranya 4:3:5 lenne.

a) Hany szépirodalmi mii talalhat6 Elvira els6 polcan? (8 pont)

b) Hanyféleképpen tud Elvira 3 albumot kélesonadni Nikinek? (2 pont)

c) Osszesen hany konyvet tarolna Elvira a harom polcon, ha mind a 15 tervezett konyvet

megvenné? (2 pont)
Megoldais:

a) Jeldljiik a szépirodalmi kdnyveket S-sel, az albumokat A-val, a miiszaki kényveket M-mel!
Igy a kovetkezd egyenleteket tudjuk felirni:

S 7
—=— 1 pont
N (1 pont)
A-18=M (1 pont)
15 uj konyv vasarlasa utan a kovetkez6 arany irhato fel:
(S+5):(A+5):(M +5)=4x:3x:5x (1 pont)
55=7A
S= % A (1 pont)
S+5 4
=— 1 pont
A+5 3 (1 pont)
21
€A+15:4A+ 20 (1 pont)
A=25; S=35; M =45 (1 pont)
Elvira polcan 35 szépirodalmi konyv talalhato. (1 pont)
b) A feladatot ismétlés nélkiili kombinacioval tudjuk megoldani:
25
3= 2300 (1 pont)
Elvira 2300 féleképpen tud kolcsonadni 3 albumot Nikinek. (1 pont)
c) 25+35+45+15=120 (1 pont)
Ha Elvira mind a 15 tervezett konyvet megvenné, akkor dsszesen 120 konyvet tarolna a harom
polcon. (1 pont)

Osszesen: 12 pont
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2) Legyen A halmaz a sinx-cosx=1—(sin x)2 egyenlet [0;2x] intervallumba esé valés

gyokeinek halmaza, a B halmaz pedig a Iogl(x2—8x+12)>—5 egyenlétlenség valos
2
megoldasainak halmaza.

Hatarozza meg az AN B és az AU B halmazokat! (14 pont)
Megoldas:

A halmaz elemei:
A =sin X-C0S X = C0s? X

cosx-(cosx—sinx)=0 (1 pont)
Egy szorzat akkor és csak akkor 0, ha legalabb az egyik tényezdje 0.
. eset:
cosx=0 (1 pont)
A [0;2n] intervallumon az x, =g ésaz X, = 3771 a jo megoldasok. (1 pont)
1. eset:
COS X =Sin X (1 pont)
1=tgx (ahol cosx#0)
. 5 )
A [0; 2n] intervallumon az x, :% ésaz X, = Tn a jo megoldasok. (1 pont)
B halmaz elemei:
-5
B =log, (X* —8x+12)> log, G] (1 pont)
2 2
Kiko6tés a numerus miatt:
x> —8x+12>0 (1 pont)
X € |-o0;2[ U]6;00] (1 pont)

1 -5
B=log. (x*-8x+12)>log, | =
gl( + )> g;[zj

2

1 . . . .
Az 7 alapt logaritmus fiiggvény szigoruan monoton csékkend, gy hagyhatjuk el a logaritmust,

hogy a relacios jel megfordul. (1 pont)
X* —8x+12<32
x*—8x—-20<0
X, =10; x, =-2 (1 pont)
x € |-2;10 (1 pont)
Osszevetve a megoldast a kikdtéssel:
x e |-2;2[ u16;10[ (1 pont)
Megoldas:

T T
ANnB= {ZE} (1 pont)
AUB=]-2; 2[u{37“;%“}u]6;10[ (1 pont)

Osszesen: 14 pont
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3) Egy 23 egység sugarii gombbe olyan kupot irunk, amely palastjanak teriilete kétszer

akkora a kip alapkore teriiletének. Hatarozza meg a kap térfogatanak pontos értékét!
(12 pont)

Megoldas:
Szovegbdl az adatok felirasa:

R=23
T. =2.T

palast alapkor

2
rrm-a=r--m-2
a=2r

Pitagorasz-tétel alapjan az ABC haromszogben:
(x+R)=~4r? —r? =f3r

Ujabb Pitagorasz-tétel az ABD haromszogben:
X*+r*=R®

x =~/3r—R

3r? —243-r-R+R*+r?=R?

4r*-12r =0

r(4r-12)=0

(1 pont)

(1 pont)

(2 pont)

(1 pont)
(1 pont)

(1 pont)

Egy szorzat akkor és csak akkor 0, ha legalabb az egyik

tényezdje 0.

I. eset r=0; Mivel r hosszasagot jelol, ezért ez nem jo

megoldas.

Il. eset;: 4r-12=0=>r=3

M =x+R=33
Tpalést =18n ; Talapkdr =91

2
Vz%zgﬁn e’

A gdombbe irt kap térfogata 9/3n egységkob.

(1 pont)
(1 pont)

2r

(1 pont)

(1 pont)

(1 pont)

Osszesen: 12 pont
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4) Adott az A(—2;—2) és a B(6;4) pont, tovabba az e : X+ 2y =09 egyenes. Hatarozza meg
az e egyenesnek azokat a pontjait, amelyekbdél az AB szakasz derékszog alatt latszodik!

Megoldasat abrazolja! (13 pont)
Megoldas:
Ahhoz, hogy abrazoljuk az egyenest, y-ra rendezziik:
2y =—X+9
1 pont
y=-— E X + 4, 5 ( p )
2
Abra: (2 pont)
A
}l
] ™~
/ r ~~~\‘~ = J
ll i
/ t /‘f /l> e -
\ | A1 — / s x
Z / -
A / BN
~_ [

Ahhoz, hogy megallapitsuk, hogy az e egyenes mely pontjabdl latszodik derékszogben az AB
szakasz, felirjuk az AB szakasz Thalész korét, mely definiciobol adéddan csak olyan pontokat

tartalmaz, amelyekb6l az AB szakasz derékszogben latszodik: (2 pont)
F(2:1) (1 pont)
V8 +6°
p=NC Y g (1 pont)
2
(x—2)"+(y-1) =25
(1 pont)
Xx=9-2y

(7-2y)" +(y-1)° =25

49-28y+4y? +y? —2y+1=25 (1 pont)
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5y*—-30y+25=0 (1 pont)
y?—6y+5=0

y=5;%=-1 (1 pont)
Y, =1;x,=7 (1 pont)

Tehit a két pont, amelyekbdl derékszogben latszodik az AB szakasz: (~1;5) és (7;1). (1 pont)

Osszesen: 13 pont

Maximalis elérheto pontszam: 51 pont
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5) Az ABC derékszogii haromszogben a két befogé hossza AC=3m, AB=4m. Az A

csucsbol huzzunk merdélegest a BC-re, igy kapjuk az M pontot. Az M pontbdél hizzunk
merdlegest az AB oldalra, igy kapjuk az N pontot. Az N pontbél hizzunk merélegest a BC-
re, igy kapjuk a P pontot.

Szamolja ki

a) az AM szakasz (3 pont)
b) az MN szakasz (4 pont)
c) az NP szakasz (4 pont)

pontos hosszat, szogfiiggvények hasznalata nélkiil!
d) Ha ezt az eljarast végtelenségig folytatnank, milyen hosszi lenne az igy keletkezett

torott vonal hossza? (AI\/I + MN + NP + ) (5 pont)
Megoldas:
a) ABC haromszogben Pitagorasz-tétel:
3 +4* =|BC[" =|BC|=5 (1 pont)
Ahhoz, hogy szogfiiggvények hasznalata nélkiil oldjuk meg a feladatot, fel kell irnunk az ABC
haromszogben egy befogo-, ill. egy magassagtételt: (1 pont)
ABC haromszdgben befogotétel:
9 16 <
3 =5[CM|=> oM | =¢ =L8; VB = = 3,2
ABC haromszdgben magassagtétel:
|AM|2=|MC|~|MB|:>|AM|=1—52=2,4m M
(1 pont)
b) MAB haromszdgben befogotétel: p
2 b
(%j =4-|NB| (1 pont)
64 36 (]
NB|=—=2,56; |AN|=—=1,44 1 pont
MAB haromszdgben magassagtétel:
|MN|2=|AN|-|NB|:>|MN|=;'—2=1,92m (2 pont)
c) MNB haromszogben befogotétel:
1,92* =|MP|-3,2 (1 pont)
|MP|:%:1,152; |PB|=@=2,048 (1 pont)
125 125
MNB haromszogben magassagtétel:
|NP|2=|MP|-|PB|:>|NP|=%=1,536m (2 pont)
d) Ha megvizsgaljuk a kapott szakaszok hosszat, akkor felismerhetjiik, hogy olyan mértani
sorozatot alkotnak, melynek kvociense: (1 pont)
18 192
_25_125 _4
5 25
A fent emlitett eljarast a végtelenségig folytatva egy végtelen mértani sorozatot kapunk melynek
elemeit dsszeadva végtelen mértani sort kapunk. (1 pont)

A végtelen mértani sor 0sszegképlete:

-6-
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12
S=_2 __5_ _12 méter (1 pont)
1-9 4_ 4
5
Az eljarast a végtelenségig folytatva, az igy keletkezett torott volna hossza 12 méter lenne.
(1 pont)
Osszesen: 16 pont
6)
a) Hatarozza meg azokat az a és b egész szamokat, amelyekre teljesiil, hogy
a+b+20=ab és az a; b; 21 hosszisagu szakaszokbdl haromszog szerkesztheto!
(8 pont)
b) Egy dobokockaval addig dobunk, mig hatos nem lesz. Minek nagyobb a valosziniisége:
négy dobasnal tobbszor nem kell, vagy legalabb 6tszor kell dobnunk a kockaval?
(8 pont)

Megoldds:

a) Az adott egyenlet igy alakithato at: (a—l) (b —1) =21 (2 pont)
Mivel a és b egész szamok és egy haromszog oldalainak mérdszamai, pozitivak is, igy
O<a-—1¢és 0<b-1 is teljesiil (mivel szorzatuk 21). (2 pont)
A 21-et kell tehat két pozitiv egész szdm szorzatara bontani: 21=1-21=3-7 (1 pont)
Ebbdl a-ra és b-re a kovetkez6 lehetdségek adodnak:
a=26sh =22
a,=4¢ésbh,=8 (2 pont)
a,=8¢éesh,=4
a,=22ésh, =2
Az a, b és 21 szamokra teljesiilnie kell a haromszog-egyenlétlenségnek, ezért csak az
a=2;b=22 ésaz a=22; b=2 szamparok felelnek meg. (1 pont)

b) Szamitsuk ki annak a val6szintiségét, hogy nem kell négynél tobbszor dobnunk. (1 pont)
Elsére hatost dobunk: P (elsére hatost) = % (1 pont)

T . , P 51
Masodikra ugy dobhatunk hatost, ha elsére mast dobtunk: P (masodlkra hatos) = 55 (1 pont)

2
Harmadikra 0gy, hogy az els6 ketté nem hatos volt: P (harmadikra hatos) = [gj % (1 pont)

. 5\ 1
Végiil negyedikre gy, ha el6tte haromszor nem dobtunk hatost: P (negyedikre hatos) = (Ej =

6
(1 pont)

A valészinliség ezek Osszege:

2 3
P=1+§~1+ > ~1+ > ~1:O,5177 (1 pont)

6 66 \6) 6 \6) 6
A “legalabb 6tszor” ennek a komplementere:

P (legalabb 6tsz6r) =1- P(max. negyedszer) =0, 4823 (1 pont)
Tehat annak nagyobb a valosziniisége, hogy négynél tobbszor nem kell dobni. (1 pont)

Osszesen: 16 pont
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7) Az allam a fiatalok lakashoz jutasat a kovetkezo konstrukciéju bankszamlaval tamogatja.
A sporolast vallalo személy minden hénap elsé napjan koteles 10000 Ft-ot betenni a
szamlajara. A szamlavezet6 bank minden honap utolsé napjan 0,3% kamatot fizet a
szamlan szereplé osszeg utan. A kamaton feliil az allam minden év utolsé napjan az adott
évben a szamlatulajdonos altal elhelyezett 6sszeg 30%-at utalja a szamlara. Balazs januar
1-jén nyit szamlat a fenti feltételekkel, egy 4 éves konstrukcioban.

a) Osszesen mennyi pénzt fizet be Balazs a 4 éves sporolasi idoszak alatt? (2 pont)
b) Szamitsa ki, hogy mennyi pénz lesz Balazs szamlajan a szamlanyitas évének december
31. napjan, miutan a bank a decemberi kamatot mar jovairta! A végeredményt
szazasokra Kkerekitve adja meg! (8 pont)

c) lgazolja, hogy {%}(n € N*) sorozat szigorian monoton csokkeno és korlatos!
n+

(6 pont)
Megoldas:
a) 10000-12-4 =480000 Ft (1 pont)
A 4 éves sporolasi idészak alatt Balazs 480000 Ft-ot fizet be. (1 pont)
b) 1. évben:
1. ho vége: 10000-1,003 (1 pont)
2. h6 vége: (10000-1,003+10000)-1,003 =10000-1,003" +10000-1,003 (1 pont)
12. h6 vége: 10000-(1,003" +1,003" +...+1,003) (1 pont)
1. év végén: 10000-(1,0037 +1,003" +...+1,003)+120000-0,3 (1 pont)
A zérgjelben egy mértani sorozat van, melynek adatai: a, =1,003; q =1,003 (1 pont)
1,003"% -1
Els6 12 tag 9sszege: S .,=1,003-=——=12,24 1 pont
g g 12 1003—1 (1 pont)
Tehat 1. év végén a kamatfizetés utan:
10000-12,24 +120000-0,3 =158365,93 ~158400 Ft (1 pont)
Balazs szamlajan 158400 Ft lesz a szamlanyitas évének december 31. napjan. (1 pont)
c) Egy sorozat akkor és csak akkor szigorian monoton csdkkend, ha S <1.
aﬂ
3n+5)(4n+1 2
8 _ )( ) _ 12n2 +23n+5 2 5 (1 pont
a, (4n+5)(3n+2) 12n°+23n+10 12n*+23n+10
A fenti hanyados minden pozitiv egész n esetén 1-nél kisebb és a sorozat minden tagja pozitiv,
ezért a sorozat szigorian monoton csokkend. (2 pont)
Ebbdl kovetkezik, hogy a sorozat feliilr6l korlatos. (1 pont)
Mivel a sorozat minden tagja pozitiv, ezért alulrél is korlatos, (1 pont)
tehat a sorozat korlatos. (1 pont)

Osszesen: 16 pont




Matematika Probaérettségi Megoldokulcs 2016. januar 16.

8) Egy végzos kozépiskolai osztaly egy limuzint szeretne bérelni, hogy a szalagavatojuk utan
korbeutazzak kozosen a megyében talalhato varosokat. Egy limuzin fogyasztasat lathatjuk
az alabbi tablazatban kiilonboz6 sebességek esetén.

Sebesség (km/h) Fogyasztas (liter / 100 km)

50 15,5

100 23,0

150 28,5
. I km . km
a) Mekkora a fogyasztas 100 kilométeren 90 Yy sebesség mellett, ha a 30-200 Yy
sebességtartomanyban a fogyasztas felirhat6 az (V) =av’ +bv+c fiiggvénnyel, ahol
a Vv a limuzin sebessége? (9 pont)
b) A cég 3 fajta limuzinnal rendelkezik. 60 fés, 35 fos és 20 fos. A kiilonbozo fajta
limuzinok Kiilonb6z6 arakon bérelhetok. Tudjuk, hogy ha a 60 fés limuzin arat p%-kal
csokkentenénk, akkor a 35 fos limuzin arat kellene fizetni a 60 f6s limuzinért. Ha a 35
fés limuzin ara csokkenne 2p%o-kal, akkor a 20 fés limuzin araba Keriilne a 35 fos
limuzin. Ha a 60 fés limuzin ara 40,5%-kal csokkenne, akkor a 60 és a 20 fés limuzin
bérlése ugyanannyiba Keriilne. Hany szazaléka a 35 f6s limuzin bérlésének ara, a 60
fés limuzin bérlése aranak? (7 pont)

Megoldds:

a) Mivel a fogyasztas a sebesség masodfokt fiiggvénye, ezért az f (V) =av’ +bv+c egyenletet
keressiik, ahol a v a limuzin sebessége. (1 pont)
A kovetkezd harom egyenletet tudjuk felirni:

l. egyenlet: f (50)=15,5=15,5=a-50* +b-50+c =15,5=2500a+50b+c (1 pont)
I1. egyenlet: f (100) = 23 = 23=100°a+100b + ¢ = 23 =10000a +100b +c¢ (1 pont)

I11. egyenlet f (150) = 28,5= 28,5=150"a+150b+c => 28,5 = 22500a +150b +c (1 pont)

III. egyenletbdl kivonva az 1. egyenletet a kovetkez6t kapjuk:

13 =20000a+100b
III. egyenletbdl kivonva a II. egyenletet a kdvetkez6t kapjuk:

55

=12500a + 50b

Az egyenletet 100b-re rendezve:
11-—-25000a =100b
Behelyettesités:

13=20000+ (11-25000a)

1
=———:b=0,21;c=6 2 pont
2500 (2 pont)
Tehat a fogyasztas masodfoku fiiggvénye:
1
f(v)=————Vv?+0,2lv+6 1 pont
( ) 2500 (1 pont)

km
Tehat 90 Y sebesség mellett 100 km-en a fogyasztas:

1

f(90):—%-902+O,21-90+6:21,66 liter (1 pont)

21,66 liter lesz a limuzin fogyasztasa. (1 pont)
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b) Jelolések:
60 f0s limuzin: a
35 f6s limzin: b
20 {6s limuzin: ¢
A szoveg alapjan felirhato a kdvetkezé harom egyenlet:

: P
I. egyenlet:a-| 1-— |=b 1 pont
opieca 12 (pom
2p
Il. egyenlet: b-|1-— |=c 1 pont
gy ( 1ooj (1 pont)
I11. egyenlet: a-0,595=c (1 pont)
Il. egyenletbe beirjuk b-t és c-t kifejezve:
a-(l—i][l—ﬂj —0,5%a (1 pont)
100 100

Leoszthatunk a-val, hiszen tudjuk, hogy a=0.

[1-iJ (1—QJ — 0,595
100 " 100

Megoldva az egyenletet, p-re két értéket kapunk:

p, =135
(1 pont)
p, =15
p, -€t behelyettesitve az egyenletiinkbe, a szoveg szerint nem kapunk j6 megoldast.
— 15
p, -t behelyettesitve: | 1-— |=0,85 (1 pont)
100
Tehat 85%-a a 35 f6s limuzin bérlésének ara a 60 fos limuzin bérlése aranak. (1 pont)

Osszesen: 16 pont

-10 -
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9) Egy Hallgatéi Onkormanyzati kozgyiilésen a jelen 1évé 32 képviselé harom kérdésben

donthetett igennel vagy nemmel. Tartéozkodas nem volt, minden képviseld6 mindharom
kérdésben szavazott. Az elsé kérdésre 15-en, a masodik kérdésre 16-an, a harmadik
kérdésre 11-en szavaztak igennel. A pontosan két igennel szavazo képviselok szama 6.
a) Hanyan szavaztak mindharom kérdésre igennel? (6 pont)
b) Hanyan vannak, akik pontosan egy kérdésre szavaztak igennel? (3 pont)
A kozgyilés elott megkérdeztiik a képviseloket hany éve tagjai a valasztmanynak. Az
adatokat feljegyeztiik és elemzést készitiink beldle. A feljegyzett éveket minden esetben
lefele kerekitettiik egész szamra. Tudjuk még, hogy a legtapasztaltabb képviselé 31
honapja tagja a valasztmanynak.

c) Lehet-e a feljegyzett adatok medianja 0, ha az atlaguk 1,125? (7 pont)
Megoldas:
a) Készitsiink Venn-diagramot, és hasznaljuk annak jeloléseit az adatok

felirasaban!

A szoveg alapjan felirhato egyenletek:

(1) a+b+Cc+x+y+z+h=32 pv«

Il.) a+x+z+h=15
) b+x+y+h=16
IV.) c+y+z+h=11

(
(
(
(

V.) X+y+2=6 (2 pont)
Adjuk dssze a (I1.), (III.) és (IV.) egyenletet, és vonjuk ki beldle az (I) -t!
X+y+z+2h=10 (2 pont)
Ide behelyettesitjiik az (V) -et: 6+2h=10 = h=2 (1 pont)
2 ember szavazott mindharom kérdésre igennel. (1 pont)

b) Behelyettesitve az (I) egyenletbe a mar ismert adatokat:

a+b+c+6+2=32 = a+b+c=24 (2 pont)
24 ember szavazott pontosan egy kérdésre igennel. (1 pont)

c) Mivel az éveket minden esetben lefele kerekitjiik, és a maximum érték a 31 honaphoz tartozik,
31
ami kerekitve T 2,58~ 2, igy az adatsorunk csupan a 0; 1; 2 értékeket veheti fel. (1 pont)

Indirekt médon tegytik fel, hogy a median lehet 0.
A novekvo sorba rendezett sokasagban a 16. és 17. szam (és igy az els6 15 szam is) 0. (1 pont)

Ekkor 6sszesen legfeljebb 15 szam lehet 1 vagy 2. (1 pont)
A 32 szam Gsszege tehat legfeljebb 30 lehet. (1 pont)
fgy az elérhetd legnagyobb atlag pedig 0,9375. (1 pont)
Mivel ez kisebb, mint 1,125 ezért ellentmondasra jutottunk, (1 pont)
azaz nem lehet a median 0. (1 pont)

Osszesen: 16 pont

Maximalis elérheté pontszam: 64 pont

A probaérettségi sordan szerezheté maximalis pontszam: 115 pont
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