Matematika PRE megoldékulcs 2014. januar 18.

MATEMATIKA PROBAERETTSEGI MEGOLDOKULCS
— EMELT SZINT —

1. Egy atlétika csapat alapozast tart. Robbanékonysagukat és alloképességiiket S0 méteres
sikfutassal fejlesztik. Osszesen 5 fiatal sportol6 idejét méri meg az edz6, melyek koziil az
alabbi négy ismert szamunkra: 5; 6; 8 valamint 5,5 masodperc.

a) Mennyi lehet az 6todik futé ideje, ha tudjuk, hogy az dsszes mért id6 szorasa 1,2
masodperc és azt is, hogy nem 6 volt a leggyorsabb? (6 pont)
b) A futokat novekvo sorrendbe allitjuk az idék alapjan. A kovetkezod egy honapos
edzésterv célja, hogy mindegyik futé annyi szazalékot tudjon javitani sajat idején,
ahanyadik helyet tolti be ebben a felallitott sorrendben. Hogyan valtozik az atlag és a

szoras akkor, ha sikerrel jar az edzésterv? (4 pont)
¢) Abrazolja oszlopdiagramon az eredetileg mért részidoket! (2 pont)
Megoldas:

a) A szoras képletét alkalmazva felirhatd az alabbi egyenlet, melyben az ismeretlen id6t x-szel
jeloljuk:

5

2 2 2 2 2
g 25+x\' (0 2ASx\ (o 245+x\' (0 2ASkx) (S
o 5 5 5 5

5 (2 pont)
Ezen egyenlet rendezését és egy négyzetre emelést kovetden egy méasodfoku egyenletet kapunk
x ismeretlennel:
4x* —49x +140 = 0, melynek megoldasa az aldbbi szampar: (2 pont)

_49-416l 49 +v161
8 8

~ 4,54, valamint x, = ~ 7,71 (1 pont)

Xy

Tehat az 6todik futo ideje 7,71masodperc, mivel tudjuk, hogy nem 6 volt a leggyorsabb.
(1 pont)

b) Azidék sorrendben: 5; 5,5; 6; 7,71; 8. (1 pont)

Ebbdl fakadodan az 11 elérendd idok a kdvetkezéképpen alakulnak:

5-0,99 =4,95

5,5-0,98 =5,39

6-0,97 =5,82 (1 pont)

7,71-0,96 = 7,40

8:0,95="7,60
495+539+582+74+7,6

5 =6,23. (1 pont)

A modosult atlag tehat:

A moddosult szoras pedig:
\/(4,95—6,23)2 +(5,39-6,23)" +(5,82-6,23)" +(7,4-6,23)" +(7,6-6,23)°
5

=1,07

(1 pont)
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¢) Az iddk az alabbi mdédon dbrazolandoak:

Els6 futo Masodik futd Harmadik futo Negyedik futé Otodik futd

9

-

(@)}

(o)}

o~

[O%)

[\

—_

(=]

(2 pont)

Osszesen: 12 pont
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2. Adott harom sorozat. A, szamtani sorozatrol ismert, hogy a tizenkilencedik és
tizenegyedik elemének kiilonbsége 24, a tizenharmadik eleme pedig 39-cel egyenld. B,
szamtani sorozatrol tudjuk, hogy kiilonbsége 4, elso tizenkét elemének osszege pedig 288.
C, sorozat elemeit ugy kapjuk meg, hogy a primszamokbol rendre kivonunk egyet.

a) Adja meg az elso két sorozat explicit képletét, majd hatarozza meg mindharom
sorozat 20. elemét! (6 pont)
b) Mely sorozat elso 10 elemének 6sszege a legnagyobb? (4 pont)
¢) Mely elemeket képzi az alabbi halmazmiiveletek sora, ha az egyes halmazok rendre a
sorozatok az a) feladatrész szerint értelmezett elemeit tartalmazzak és egyben az

alaphalmazt is jelolik: C (B A)? (4 pont)

Megoldas:
a) A sorozat:

ay —a, =24=a,+18d —(a, +10d)=24 =84 =24 = d =3
a,=39=a,+12d =39 =a, =3

4,=3+(n-1)-3 (1 pont)
Ay =3+(19)-3=60 (1 pont)
Bn sorozat:
d=4
=b =2
b1+b1+11d-12=288 |
2
B, =2+(n-1)-4 (1 pont)
B, =2+(19)-4=178 (1 pont)
Cn sorozat:
Az elsd 20 primszam: 2; 3; 5; 7; 11; 13; 17; 19; 23; 29; 31; 37; 41; 43; 47; 53, 59; 61, 67; 71.
) (1 pont)
Igy a sorozat 20. eleme a 70. (1 pont)
b) A sorozatok elsd 10 elemének Osszegeit Ossze kell hasonlitanunk
S,,(4) = M-lo _ 165 (1 pont)
S, (B) = 2+(249:4) 1520 (1 pont)
S, O)=1+2+4+6+10+12+16+18+22+28 =119 (1 pont)
Tehata B sorozat elso 10 elemének dsszege a legnagyobb. (1 pont)

c) A halmazmiiveleti jelolés az alabbi teriiletet jeloli egy Venn- 4 B
diagramon abrazolva: |
Tehat azokra az elemekre voltunk kivancsiak, amelyeket csak és
kizarélag a C, sorozat tartalmaz:

C\(E\A) = {1;4;16;28;40;52}
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3) Oldja meg az alabbi egyenleteket a valos szamok halmazan!

(x+4)2 +2x
a) x“=|x-3/-4,hatudjuk, hogy a = ~—— " (8 pont)
| | ’ ‘xz +10x+16‘ P
b) Val-2x-8+Vx?+7x+10+x?-Tx-18 =0 (5 pont)
Megoldas:
a) Az egyenlet bal oldaldnak kitevdjét egyszertibb alakra hozzuk:
(x+4) +2x  x*+8x+16+2x x*+10x+16
; =— == (1 pont)
‘x +10x+16‘ ‘x +10x+16‘ ‘x +10x+16‘
Kikotés: x* +10x+16 = (x+8)(x+2) #0=>x=-2¢ x=-8 (1 pont)

Ebbél kénnyedén lathato, hogy a kitevé értéke az x> +10x+16 =(x+2)x+8) kifejezés
elgjeles értékétol fliggden 1-et, vagy -1-et fog folvenni, amely alapjan a baloldal x-szel vagy !
x

-szel lesz egyenld.

A jobboldalon szerepld abszolutértékes kifejezés x = 3 helyen valt eldjelet. (1 pont)
Ezek alapjan kiilon intervallumokat tudunk vizsgélni, melyek hatarai az egyes abszolutértékes
kifejezések eldjelvaltasi helyeinél lesznek: x = -8, az x =-2 és az x =3 helyen. (1 pont)

L. intervallum: x < -8

x=3-x-4=x= Bx amely nem esik bele az intervallum értelmezési tartomanyaba, igy nem

megoldas. (1 pont)
IL. intervallum: -8 < x < -2
1 =3-x-4=x+x+1=0, amely egyenletnek nincs megoldasa a valds szamok halmazan.
X

(1 pont)
III. intervallum: -2 < x <3
x=3—x—4=>x=—% (1 pont)

IV. intervallum: x =3
x=x-3-4=0=-7, igy az egyenletnek ezen az intervallumon értelmezve sincs valds

megoldésa. (1 pont)
b) Az egyenlet szerint hdrom nemnegativ szam Osszege nullaval egyenld, amely csak abban az
esetben valdsulhat meg, ha mindharom kifejezés nullaval egyenld. (1 pont)
x2—2x—8=0=(x—4)(x+2)=>x1=4 vagy x, = -2. (1 pont)
x2+7x+10=0= (x + 5)(x + 2): x, ==5vagy x, =-2. (1 pont)
x2—7x—18=0=(x—9)(x+2)=>x5=—9 vagy x, = —2 (1 pont)
Jol lathato, hogy az x = -2 helyen mindharom gyok alatti kifejezés nullaval lesz egyenld, igy
ez lesz az egyetlen megoldasa az egyenletnek. (1 pont)

Osszesen: 13 pont
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4) Oldja meg az alabbi trigonometrikus egyenletet a valos szamok halmazan!
sinx
SIY |t~ x = siny - dcosy (12 pont)
cosx

Megoldas:

Bar az egyenlet két ismeretlenes, értékkészlet vizsgalatok segitségével megoldhatd. Eldszor is
mindkét oldalt egyszeriibb alakra hozzuk:

Baloldal: 2™ + tg”'x = tgx + ctgx, amely egy szam és reciprokanak dsszege, igy fenndll ra az
cosx

alabbi Osszefiiggés: |tgx +ctgx| = 2. (3 pont)

Jobboldal:  siny-4cosy = 4siny - cosy = 2(Zsiny : cosy) = 2(sin2 y), melynek értékkészlete:

—252(si112y)s 2. (3 pont)

fgy az egyenlet két oldala csak akkor lehet egyenld, ha mind a két oldal 2-t vagy minusz 2-t

vesz fel értékiil.

(2 pont)
Baloldal: tgx+ctgx=2:tgx=ctgx=1=>x=§+k-n, ahol kE€EE . (1 pont)
Jobboldal: 2(5in2y)=2:sin2y=1:2y=g+21n:>y=§+ln:, ahol /E€E . (1 pont)
vagy
Baloldal: tgx+ctgx=-2=tgx=ctgx=-1=x = —§+ k-m,ahol kEE. (1 pont)

Jobboldal: 2(sin2y)=-2=>sin2y = -1=>2y = —g+2ln=> y= -§+1n, ahol /€E . (1 pont)

Osszesen: 12 pont

Maximalis elérhetd pontszam: 51 pont
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5) Adott egy 25 cm magas, 10 cm atméraji egyenes, zart henger, amelybe vizet toltottiink.
a) A hengert az oldalara fektetjiik, igy a vizszint a fold szintjétél mérve 7 cm lesz. Hany

liter viz van a hengerben? (8 pont)

b) Allitsuk vissza az alapjara a hengert és tavolitsuk el a fedelét. Mekkora atmérojii

vasgolyot kellene beleejteniink, hogy a viz szintje 3 %-kal emelkedjen? (8 pont)
Megoldas:

(1 pont)

g

Ahhoz, hogy meg tudjuk allapitani
a fekvd vizoszlop térfogatat, ki kell
szamolnunk az alap sikidom
teriiletét, amely OSG haromszog és
OGP korcikk teriiletdosszegének
kétszerese lesz.

(O QN:\

a) Az oldaldra fektetett hengerben a vizoszlop hossza 25 cm lesz, az alapja pedig a kovetkezo,
oSG haromszoget tertiletét P

sziirkére festett sikidommal egyezik meg:
N [\ =
konnyedén megkaphatjuk, ha SG
szakasz hosszat ismerjiik. Ezt a haromszogre felirt Pitagorasz tétel segitségével szamitjuk ki:

SG =+5*-2% =421 (1 pont)

Tehat OSG haromszog teriilete: T, = 2—*2/5 =/21. (1 pont)

OGP korcikk teriiletének kiszdmitasdhoz sziikségilink van az POG szdgre, amely SOG szog

kiegészit szdge lesz, igy OGP, =180°-SOG, =180°-cos” (%) ~113,58°. (1 pont)
o 113,58°

A korcikk tertilete igy mar szamolhato: 7, . =77 =24,78 (1 pont)

Az alapot képzd sikidom teriilete: T, = 2+(Tyg, + Ty ) = 2(v21+24,78) = 58,72 (1 pont)

gy megkaphatjuk a fekvé vizoszlop térfogatat, mivel a magassagrol tudjuk, hogy 25 cm.
V=T, -m=58,72-25=1468 (1 pont)

alap

1468 cm® = 1,468 dm’ = 1,47 liter. (1 pont)

b) A hengert felallitottuk az alapjara, elsé 1épésben a vizoszlop magassagat kell kiszdmolnunk,

mivel alapja megegyezik a henger alapkdrével: /‘R”“‘
V =r?n-m=>1468 = 25mum = m =18, 7cm.

A magassagnak 18,7-0,03=0,561= 0,561 cm-rel kell névekednie. ><

Archimédész torvénye alapjan, a vizbe dobott golyo térfogata megegyezik
egy 0,561 cm magas vizlemez térfogataval.

R*n

[

=251-0,561= R =2,191cm e N

7 N

I’gy Vvasgoly() = 1”275‘0,561 =

A goly6 atmérdje volt a kérdés, amely a sugar kétszerese lesz: v
d=2R=4,382=4,382 cm. (1 pont)

Osszesen: 16 pont
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6) Egy szabalyos kilencszog oldala 4 cm. Hany darab kiilonboz6 hosszu atloja van? Ezek

milyen hosszuak? (16 pont)
Megoldas:
A szabdlyos kilencszog egy csticsabdl pontosan (n - 3) = 6 atl6 huzhato. (1 pont)

rrrrr

Ebbdl fakadéan harom kiilonbdz6 hosszii atlot
tudunk hizni egy adott csucsbdl, amely kijelentés
mindegyik cstcsra fennall. 102 pont)
A 3 4tl6 hosszat ABC egyenld szara haromszogbdl,
ABCD egyenld szari trapézbol ¢és ABCDE
Otszogbdl fogjuk tudni kiszamolni. pont)

A képen jelolt Q szog 40°-os, mivel 9 egyenld 4 E
részre osztja a 360°-ot. ont)
Ebbol fakadéan a kilencszog Dbels6é szogei

, 180° - 40° o .
egyenként: T-Z =140°, mivel a
kozéppontba huzott sugarak felezik ezeket a
szbgeket. (1 pont)

Igy mar e 4tlo hossza konnyen szamolhatdé a
koszinusz-tétel segitségével: e’ =4 +4° -2-4-4-cos140°=e~7,52="7,52ecm. (3 pont)
Az f atlo hossza megegyezik az AD szakasz

hosszaval, amely az alabbi ABCD szimmetrikus B 4 ¢

trapéz hosszabbik alapja. 4 (1 pont)
Hosszisagat ugy kaphatjuk meg, hogy ATB

haromszog ¢ szogével szemkozti befogodjanak y T 4 D
kétszeresét hozzaadjuk a 4-hez:

f=4+2-(4-sing), ahol ¢ =140°-90° = 50°. (1 pont)
Tehat az fatl6 hossza: f =4+2-(4-5in50°)~10,13=-10,13 cm. (1 pont)

A g 4tl6 kiszamolasahoz ismerniink kell APB
haromszog vy szogével szemkozti befogd
hosszat: g =e+2- (4 -sin y), ahol
( 180° -140° )

v =50°- = 30°.

E

g=e+2%=e+4z11,52=>11,52cm.

(1 pont)
Tehat a harom kiilonb6z6 atlo hossza 7,52 em, 10,13 ¢cm valamint 11,52 cm.
Osszesen: 16 pont



Matematika PRE megoldékulcs 2014. januar 18.

7) Adott egy haromszog harom csucspontja egy derékszogii koordinatarendszerben: A(2;3)
, B(S;—4) valamint C(—4;—4).

a) Adja meg a haromszog sulypontjan és az origon atmené egyenes egyenletét! (3 pont)

b) Mekkora és milyen iranyu szoggel kellene elforgatnunk a haromszoget az A csucs

koriil, ha azt szeretnénk, hogy az AC oldal parhuzamos legyen az ordinatatengellyel?

(5 pont)
¢) A haromszog teriiletének hanyad része esik az 1. siknegyedbe? (8 pont)
Megoldas:
A
}I

A (z ;3)

T\ m
/ \ x
/ \
/ \
C(-4i-4 5(5:9%)

a) A két ponton atmend egyenes egyenletét megkaphatjuk a két pont koordinataibol. Az egyik
pont az origd, a masik pedig a haromszog sulypontja, amelyet a kdvetkezOképp kaphatunk

meg: S(xA+xB+xC .yA+yB+yC)=S(2+5+(_4).3+(_4)+(_4))=S(1;_§)

3 ’ 3 3 ’ 3

(1 pont)
A két ponton athalad6 egyenes egyenlete: (y - )(x2 - X, ) = (x - X, Xyz - ) (1 pont)

Behelyettesitve a megfeleld koordinatakat: ( y- 0) (1) = (x - 0) ( —g) =y+ gx =0. (1 pont)
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b) Mivel BC oldal parhuzamos az x-tengellyel, ezértaz 4 | | [ [ [ [ |
csticsbol erre az oldalra bocsatott magassagvonal — AT 4)
szakasz — parhuzamos lesz y-tengellyel. @
Ebbdl kovetkezik, hogy AC oldal —c szdggel tér el az . d
AT szakasz egyenesetol. i 2
Igy a haromszoget A cstcs koril o szoggel kell
elforgatnunk ahhoz, hogy az AC oldal parhuzamos T
legyen az y-tengellyel. ctam B(5=4)
AC =6 +7* =+/85 T

7 7 7
o=cos'|— |=cos™' | ——— |=cos™' | — | =40,6° (1 pont)
AC V6 + 72 /85

A teriiletek tekintetében uigy jarunk el, hogy a teljes haromszog teriiletébdl kivonjuk a II.,
III. és IV. siknegyedbe es0 teriileteket, ezek ugyanis egy derékszogli haromszogeket és két
derékszogl trapézt formalnak meg.

TI. = T> _(TH. +TIH. +TIV.)

7 -79-87_37 35
2 2

T, kiszdmitasahoz sziikséglink van AC oldal x- és y-

tengellyel vett metszéspontjaira, amelyet AC
egyenletének segitségével kapunk meg.

AC: (y=3)-6)=(x-2)-7)=7Tx -6y =4

RtSpont)

A metszéspontok igy: 7(0)— 6y=-4= (0;%)

. 4
valamint 7x - 6(0) =-4= (— P ;0) . (1 pont)
2.4
igy T, teriilete, amely egy derékszogii haromszog, szamolhato: 7; = % = 4—82 (1 pont)
4+ 64
I, =—"4=—. (1 pont)
1L 2 7 p

T,, kiszdmitasahoz sziikség van 4B oldal x-tengellyel vett metszéspontjara, melyet AB

egyenletének segitségével kaphatunk meg: AB: ( Y- 3)(3) = (x - 2)(— 7) = (g ;0) (1 pont)
23
S+—
7 116
T = 4 = . 1 pont
v. > ~ (1 pont)
A keresett teriilet tehat: 7, =7, — (TH_ +Ty + T,y ) =31,5- (% + % + g) ~5,6. (1 pont)

Osszesen: 16 pont
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8) Fehér és barna kockacukrokat kevertiink ossze két kiilonbozé edényben. Az elsében 5
fehér és 4 barna, a masodikban pedig 3 fehér és 6 barna kockacukor talalhato. Bekotott
szemmel, véletlenszeriien kivesziink egy kockat az elsoé tarolobol, majd attessziik azt a
masodikba. Ezt a mozdulatsort visszafelé is elvégezziik.

a) Mekkora eséllyel huzunk a 2 attételt kovetéen barna kockacukrot az elsé edénybol?

(10 pont)
b) Mennyivel valtozik az esély akkor, ha a legels6 huzasnal csaltunk egy picit és lattuk,
hogy fehér kockacukrot huztunk? (6 pont)
Megoldas:

a) F-fel jeloljiik azt, ha az adott htizasnal fehér kockacukrot, és B-vel, ha barnat htizunk. Négy
kiilonb6z6 eseti valdszinliséget kell figyelembe venni, melyek unidja lesz a megfejtés.

*  FFB eset valosziniisége: 5.4.4 = ﬁ (2 pont)
910 9 81

*  FBB eset valoszintisége: 5,63 = 15 = i (2 pont)

910 9 81 27

*  BFB eset valoszintisége: 433 = i (2 pont)
910 9 90

* BBB eset valoszinsége: 474 = ﬁ (2 pont)
9 10 9 405

A valoszinliségek uniodja pedig: 3 + El + 4,6 7 0,54. (2 pont)

—_— ==
81 27 90 405 135
b) Az el6z6 négy vizsgalt esetbdl az elsd kettdt kell vizsgalnunk ugy, hogy biztos eseménynek

vessziik azt, hogy az elsé kockacukor fehér volt. (2 pont)
A megvaltozott valdszinliség tehat: 1 i . ﬂ +1- i 2 = é ~0,51. (2 pont)
10 9 10 9 45
‘ . ., 2373 4 , .
Igy a valoszinliség — - —— = ——— = -0,0296, tehat 0,03-dal csokkent. (2 pont)
45 135 135

Osszesen: 16 pont
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3
9) Adott az f (x) = IT:_ d fiiggvény. Milyen aranyu teriiletrészekre osztja az y=3
X
egyenes
a fiiggvénygorbe és az x-tengely altal kozbezart teriiletet? (16 pont)
Megoldas:

A feladatmegoldast elsé 1épéseként egyszerlibb alakra hozzuk a fliggvényt:

16x - x° _x(16—x2)_x(4—x)(4+x)_
4+x  4d+x 4+x -

f(x)= x(4—x)=—x2+4x (3 pont)

fgy a fiiggvény egyértelmiien egy konkéav parabola, amely 0-nal és 4-nél metszi az x-tengelyt.

A teriiletrészletek aranyainak megaddsahoz elszor A
integralnunk kell a fiiggvény a [0; 4] zért Y
intervallumon. (1 pont
4 S |
[x(4- x)dx—f—x + 4xdx = —x—+i (3yperdt
0 3 2,
3 2 1% 3 2 3 2 1 \
x  4x 4 4-4 0 4-0 32 1
——t—| =[-—+ -l -—+ =—. (2 pogt’
32, 3 2 3 2 3 -
/ \
A konstans egyenes két részre bontja a parabola ' Yx
figgvénye alatti terliletet, a két fliggvény
metszéspontjait kell elsé korben meghataroznunk.
=—x>+4 ;

Y 3x * x}=>—x2+4x=3=>—(x2—4x+3)=0=—(x—1)(x+3)=0, tehat a
y =
metszéspontok x, =1 és x, =3. (2 pont)

A teriiletrészek aranyanak meghatarozasdhoz elegendd az egyik rész teriiletét kiszamolnunk.
Vegyiik észre, hogy ha a parabolat két egységgel balra és harom egységgel lefelé eltolnank,
akkor az y=3 egyenes pont egybeesne az x-tengellyel. Igy ezen teriiletrész teriilete

integralszamitassal szamolhato:

1
o, x 1 1 4
X" +ldx=|-—+x| =|-—+1|-[==1|=—. (2 pont)
—fl 3 . 3 3 3
fgy a két teriiletrész T, _i , valamint 7, =2—i = 28. (2 pont)
3’ 3 3 3
4
3 4 1
A teriiletek ardnya tehdt; - = — = — =1:7. 1 pont
y 8287 (1 pont)
3

Osszesen: 16 pont

Maximalis elérhetd pontszam: 64 pont

A probaérettségi soran szerezheto maximalis pontszam: 115 pont



