Matematika PRE megolddkulcs 2013. januar 19.

MATEMATIKA PROBAERETTSEGI MEGOLDOKULCS
— EMELT SZINT -

I. rész: Az aldbbi 4 feladat meqgoldasa koteléz/olt!

1) Egy idegen nyelvekkel kapcsolatos online kéfidvet hetven SG-s toltott ki. Tudja, hogy
minden Studium Generale tag beszél legalabb egy iglen nyelvet (angol, francia,
spanyol). Tovabba azt is tudja, hogy a csak egy igen nyelvet beszék szama kétszerese,
mig a pontosan két idegen nyelvet bes#& szadma négyszerese azokénak, akik
mindharom idegen nyelvet beszélik.

a) Hanyan beszélnek pontosan két idegen nyelvet? (5mip
b) Tudja még azt is, hogy huszd& beszél csak angolul és franciaul. A huss 25 %-anak
van akcentusa.
Hanyféleképpen valaszthat ki egy oOffs bizottsdgot a csak angolul és franciaul
beszébk kdzll ugy, hogy a bizottsdgban legyen legalabb h@m olyan ember, akinek
van akcentusa? (6 pont)

Megoldas

a) A feladat szbvege alapjan a kovetkegyyenletek irhatdak fel:
a+b+c+ x+ y+ z hE70 (1 pont) ’A//_“"X/W"‘“\F\
a+b+c=2h x+ w z=4tazaz, ‘ ‘
2h+4h+ h=70= h= 1C, ebl®l kdvetkezik, hogy ‘\/ x>( z\ /
X+ y+z=40 (3 pont) | , (
Tehét pontosan két nyelvdl ember beszél. (2 pon \ ' /S‘

b) A feladat szOvegéh kiderul, hogy 20[D,25= £ fének van —

akcentusa. (1 pont)
A feladat alapjan 6t kell kivalasztani legalabb harom akcentussal edkels embert.

oSz A Sl G oo

Tehat1126-féleképpenvalaszthatjuk ki a bizottsagi tagokat ugy, hogyekeget tegyen a
feladat feltételeinek. (1 pont)

Osszesen: 11 pont
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2) Egy matematika fakultacidos csoportba 12 didk jar. Alegutols6 témazard dolgozatot
mindannyian megirtak, ennek eredményésl a tanar a kovetkedket mondta: legalabb ket
darab 2-es érdemjegy szlletett. A modusz értéke & mediané pedig 3,5. A tanar
véleménye szerint egy dolgozat akkor kdlen nehéz, ha az osztalyzatok atlaga ésn
(e=2,718..;n = 3,141...) két tizedesjegyre kerekitett ertéke kozott van.

a) Kelléen nehéz dolgozat késziilt a tanar szerint? (8 pont)

b) Mekkora az osztalyzatok szdrasa es terjedelme? (®pt)

c) Ertelmezze a b) pontban kapott eredményeket! (2 pdn
Megoldas

a) A feladat szovege alapjan tudjuk, hogy é2mi a mintank, van benne legalabb két darab
2-es osztalyzat, leggyakrabbansé@rdulé eleme a 3-as és a sorba rendezett mintadikat
eleme 3 a hetedik eleme pedig 4. Ezeket a szemgainfmyelembe véve megprobaljuk

meghatarozni a maradék 8 darab osztalyzatot. (2 pont)
* Ha 2;3;4-es osztalyzatok lennének, akkor nem teljesulne éalusz kritériuma.
(1 pont)

* Ha 1 2;3;4-es osztalyzatok lennének, akkor szintén nem téfjesa modusz
kritériuma. (1 pont)

* Hal2;3;4;5-0s osztalyzatok lennének, akkor szintén nem idhesa moddusz
Kritériuma. (1 pont)

» Ezekldl kdvetkezik, hogy csak; 3; 4; 5-0s osztalyzatok lehetnek, méghozzéa csak az

alabbi formaban2; 2; 3; 3; 3; 3;4; 4; 4,5, 5; . (1 pont)

Ezekl$l az osztalyzatokbdl szamitott stlyozott szamtéaié y = 3,58 érdemjegy. (1 pont)
Tehéat a matektanar szerint a készitett dolgoeat kelloen nehéz (1 pont)

2

b) Az osztalyzatok szérdsa a kovetkez = \/ 2(2-3,59 +1;+ s 3, 5)? = \/ES = 1,04
érdemjegy. (2 pont)
Az osztalyzatok terjedelmdR=5-2= 3. (1 pont)

c) Az osztalyzatok atlagosah,04 osztalyzattal térnek el az atlag8s58-0s osztalyzattél. A
legjobb osztalyzat 5-0s, a leggyengébb osztalyzat 2-escaxélyzat kozotti kulonbség pedig
3. (2 pont)

Osszesen: 13 pont
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3) Egy mérndki rajzhoz rogzitett koordinatarendszelben (ahol mindkét tengelyerl00 m az
egység) egy Uj belvarodhatszdg alaku hotel alaprajzanak csucsponti koordinatarendre

a kovetkedek: A(O;O), B(5;O), C(S;C‘), D( 2;5) , E( 3;€) és F( 0;)3. A hotelhez
tartozé futdpélya egyenlete y+x=12. A futdépalyanal lévé fagyizétdl e futdpalyara
meréleges, egyenes sétaut vezehotel C pontjaban talalhaté fébejaratadhoz.

a) Adja meg a fagyiz6 koordinatait (6 pont)
b) Milyen hosszu a hotel §bejarata és a fagyizo kdzotti tavolsac (2 pont)
d) Hany négyzetmétera hotel alapteriilete” (5 pont)
Megoldas
a) A kovetkesket tudjuk: C(5;3) ésv,=n,( 1}
Ebbsl felirjuk azf egyenes egyenle. f:y=x-2 (3 pont)
Ezutan az f és e egyenesek metszéspontja meghatarozza a fagyizd koordi
ery=-xt12 ésfiy=x 2= x T,y 5= H 7ph (2 pont)
Tehat afagyizo koordinatai H (7;5). (1 pont)
b) Kiszamoljuka két pont tavolsagéCH = h- c=(2;2) = ‘ﬁ‘ =J8=2/2 (1 pont)
azaza fagyiz6 a hoteldbejarataté 200V 2 mtavolsagravan. (1 pont)

c) A sikidom teriletét felbontjul kisebb téglalapok és deréksaddparomszoge teriletére,
amelyeket egyenként ki tudk szamolni. Ebbl kovetkezik, hogy:

T :(5[13+ 2[5+37m+37[2} (106 = 295000 M (4 pont)
Azaz a hotel alapteriilet295000 nf (1 pont)

A szemléltetés kedveert:

F (08) E (38)

Osszesen: 13 pont
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4) Egy pozitiv szamokbol 4llé szamtani sorozatrél ismretes, hogy ha kivalasztja az etsn
elemét, akkor ezek kozul az utols6 elem tizenharomsrosa az elének, tovabba az is,
hogy az utols6 harom elem 0sszege hétszerese ad ledsom elem dsszegének.

Hatarozza megn értéket! (14 pont)

Megoldas

Legyen a sorozat élemea,, kilonbségel, ebben az esetben a kivalasztotiem kozul az
elss harom, illetve utolsé harom:

a, a+d, a+2d..,3+(m3d a(m3d a(nl (1 pont)
A feladat feltételei szerint:
. 13, =a+(n-)d = 123, =d(n-1 (3 pont)

€s még azt tudjuk, hogy:
1. 7(3a,+3d) = 3 + 3nd- 6c
az egyenletet, -re rendezzik, majd felszorozzuk 2-vel:

6a =d(n-9) = 123=2d n-9 (3 pont)
Az (I.) és (Il.) egyenlet 6sszevetédeb

123, =d(n-)=2d(n-9 = dnl=2d n 9 (2 pont)
A feladat szovegéh tudjuk, hogyd #0 , ezért leoszthatunk vele. igy kapjuk, hogy:
(n-1)=2(n-9=>n=17 (4 pont)
Tehatl7 elemet valasztottunk ki. (1 pont)

Osszesen: 14 pont

Maximalis elérhet pontszdm: 51 pont
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Il. rész: Az aldbbi 5példa kozil négyet kellett megoldan

5) Adottak az f (x)=-(x+1)’+3 ésg(x)= —Jx+1+ 3 fiiggvények.

a) Oldja meg grafikusan az alabbi egyerditlenséget
—(x+1)’+3s—/x+1+3 (5 pont)
b) Hatarozza meg az f (x) fliggvény értelmezési tartomanyat és hatarértélit az
értelmezési tartoméany hataraind! (3 pont)
c) Hatarozza meg az f(x) fiiggvény szélgértékét/szélgértékeit (stacionarius
pontjat/pontjait ) €s a monotonitasi szakasza (4 pont)
d) Hatarozza meg azf (x) fliggveny inflexioés pontjat/pontjait €s konvexitasat (4 pont)

Megoldas \
: F
a) Legyen f(x)=-(x+1)’+3ésg(x)=—V/x+1+3. s e
Az f figgvény helyes abrazola (1 pont) \\\
A g fuggvény helyes abrazola (2 pont) [
Ha felvesszik a két fliggvényt egy derékszkgordinate 1
rendszerben, akkor az abrarél jol leolvashatd, hac . .. .. 1 |
kivant egyeridtlenség azx =-1 vagy 0< x intervallum IR
esetén teljesl. (2 pont) |
b) Ertelmezési tartomanyd, = { X IZI]R} (1 pont) R
Hatarértékek: lim —(x+1)°+3=+00 ; lim —(X+1)3+3: —00 (2 pont)

X > —00 X - +oo

c) Szél$érték: f'(x)=-3(x+ 1)2 = - 3(x+ ])2 = 0= x =-1-ben van lehetséges szigék.

(2 pont)
X | x<-1 -1 -1<x
f' - 0 -
nincs
f K széldérteke ~
Tehat f (x) fuggvényszigorian monoton csokked: {x IZI]R\{—l}} (2 pont)

d) Inflexiés pont: f"(x) = -6(x+ 1)1 = - 6( x+ ])1 = 0= x = -1 lehetséges inflexios po

Tehét a flggvényneikflexiés pontja van azx = -1; y =3 pontban.

x | x<-1 -1 -1<x
f" + 0 -
f O inf. pont N

(2 pont)

Ha x < -1 akkor f (x) fuggvénykonvex Ha -1<x, akkor f (x) fuggvénykonkav. (2 pont)

Osszesen: 16 pont
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6) Bizonyitsa be, hogy a 2x*-2x*+2*=0 egyenletnek nincs valés megoldas

(16 pont)

Megoldas
Rendezzilk a kifejezést az alabbi modon: 2x* - 2x3+ 2* = 0= 2= 2¢- ¢
=2*=2(1-X) . (1 pont)
Vizsgaljuk meg az egyenlet bal és jobb oldalanak értékkészletét: aldedl kifejezeés
ertékkészletey >0 (1 pont)

A jobboldali kifejezés értekkészletének vizsgalatat bontsuk négsel
* Amikor x<0, akkor a jobb oldali kifejezés érté y<0. EblBI kdvetkezik, hogy eze

intervallumon az egyeé$ég sosem teljesilhe (2 pont)
 Amikor 1< x, akkor a jolb oldali kifejezés értéke szintén< 0. Ebbdl kdvetkezik hogy
ezen intervallumon az egyéskg sosem teljesult (2 pont)
. Amikor x=0vagy x =1, akkor a jobb oldali kifejezés értékey =0. Ebkbl kdvetkezik,
hogyezenx értékekmelleti azegyenbségsosenteljesiilhet. (2 pont)

* Az eldzéekbsl kdvetkezik, hogy 0< x <1 intervallumon keressuk a jobb oldali kifeje
maximumat. f (x) =+2x3-2x*= '(x) = 6xX-8xX= 6xX- &= 0Ebbsl kovetkezik,

hogy x., =0 és x; = % (2 pont)

Mivel a vizsgalt intervallum nem tartalmazze x = 0 értéket, ezert elég csak x, :% helyen

vizsgalni a lehetségezélséerteket

3 3 3
X X<— X=— —<X
4 4 4
f' + 0 -
lokalis maximum:
N A R VA
4 128

(2 pont)
Mivel tudjuk, hogy az0O<x<1 intervallumon a jobb oldali kifejezés lokalis maxim

:% és tudjuk azt is, hogy ezen az intervallumon a baloldali kifejezéskkészlet

1< y< 2. EbIl kbvetkezik hogy ezen az intervallumon sem teljesilhet az egég
(3 pont)
Ezektdl kovetkezik,hogy 2x* - 2x* + 2* = 0 egyenletneknincs valésmegoldas:. (1 pont)

A szemléltetés kedvéért:

Megjegyzes: ;
Egy harmadfokd polinomnak harom gyoke van, ¢ '
hamis gyokok péarosaval fordulr els. Ebisl
kovetkezik, hogy a fiiggvény élslerivaltjanak haror o
gyOke van. : S R

Osszesen: 16 pont
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7) Egy négyzet alapicsonka gula alapéle8 cm, fediéle 4 cmhossza. A csonkeguldba gémb

irhato.

a) Mekkora a csonka gula oldaléle (8 pont)
b) Mekkora a beirhaté gdmb sugara’ (5 pont)
c) Hany szazaléka a gdmb térfogata csonka gula térfogatanak? (3 pont)
Megoldas
¢ =4 cm
N AN
//’, ".; / b
o b
a =8 cm C"E'—’
a a=8cm *Jﬁ E \

a) Ha megtekintjik acsonka gul keresztmetszetét, akkor a ; 5 ‘c,
kovetked sikmetszetdfitjuk: P moi
Mivel a kor erinti a négysz« oldalait, ezert felirhatjuk az \\ i/
érintsnégyszogételt. Azaza+c=2d= 8+ 4= 2d= d= 6. i

(4 pont)
Ezutan vesszik @sonka gul oldalnézetét. e =4 cm c
Az ABC csucspontok altal kijelolt derékszog
haromszogre felirhatd a Pitagorasz-tétel b
d=6cm
b2 =22+ 62 = b=+/40=2,/10cm. (3 pont) BN
Tehét a csonka gutadaléle b = 24/10cmhosszu.(1 pont) aoom A -8

b) Tekintsik neg Ujra a test keresztmetsz e

A DEF csucspontok A&ltal kijelt')lt derékszbgharomszogr N

2 _ 2 4 N
felirhaté a Pitagoras@te. 6°=m?+2°= m=+/32= 4/2. / AN
(3 pont) L omeen

Es még tudjuk, hogyn=2r=r = 2J/2. (1Lpont) i

Azaz a gdmb sugara = 2/2 = 2,828 cmhosszu. (1 pont) sgam D e

c) Jeldljuk p-vel a két test térfogatdnak aranyat. kor a kovetkeéket irhatjuk fel:
4r’n 64\/_2
\
gomb_ 3 —in 0,44879. Tehat a gémb

b= Vcsonkagl]la (T +\/ﬁ + t) i (64+\/ 641 6+ 1%

3
térfogata a csonka gutérfogatana 44,88 % -a

/2

(3 pont)
Osszesen: 16 pont
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8) Evinek és Zolinak nyolc darab fekete és négy daralpiros liveggolydja van a kozods
tarsasjatékukhoz. A fekete Uveggolyok koézal ke#inek, a piros Uveggolyok kozdl
haromnak repedt a felszine. Eviék a délutani tarsamas ebtt kivesznek a dobozbdl
egymas utan, visszateves nélkil négy darab Uveggaly Az azonos szith Uveggolyok
koz6tt nincsen semmi kilénbség.

A esemeény: a kivett Uveggolyok kozoétt tobb a piros 8xi, mint a fekete.
B esemény: a kivett Uveggolydk kdzott nem keveseblregpedt felszini, mint a nem repedt

felszini.

a) Mennyi az A esemény valdsziisége? (3 pont)

b) Mennyi a B esemény valdsziisége? (5 pont)

c) Mennyi a B eseményA eseményre vonatkozo feltételes valéstisege? (8 pont)
Megoldas

a) A négy kivett golyobdl harom vagy négy pird3(A) = 3 ( j =,

. . . o1
Tehat azA esemény valoszﬁlsegeE . (3 pont)

b) A négy Kkivett golyobol ketinek, haromnak vagy négynek repedt a felszine.

HUIHHRNE
P(B) = 2)\2 31 AR :1—9.TehétaBeseményvalészﬁségeE.

12 33 33 (5 pont)
4
c) A négy kivett golyobol hdrom vagy négy piros, étdeek, haromnak vagy négynek repedt a

felszine.

» Direkt modszerrel szamolva azt kell szenittetartanunk, hogy a négy kivett golyobdl
haromnak vagy négynek pirosnak kell lennie és eleszzik hozza azokat az eseteket,

P(Bn A

P(A)

amikor ezek kozott legaldbb kétek repedt az alja.P(B|A)=

[3p.r;af.r]+[ (3p.ra1h( 2p.r;1p.;af X{ 3p.ﬂ.p.):+[2p.r.;1p.;1l].:

BHLHCERETIEeE

(12) 1

= 4 :E=1 . Tehdt a B
1 1
15 15

eseményA eseményre vonatkoz6 feltételes valoszéygel.

Megjegyzés
p.r.= piros és repedt golyd; p piros golyo; fr.ehér és repedt golyd; # fehér gol

* Belathatjuk, hogy h& esemény bekodvetkezik, akkor az automatikusan naagbrdozza
B esemény bekovetkezését is. A legkeddenebb esetben is a kivett golyok kozul

legalabb ketinek repedt az aljg2p.r. és 1p. és 1f. Eblbl kdvetkezik, hogyB eseményA
esemeényre vonatkozo feltételes valdgzéagel. (8 pont)

Osszesen: 16 pont
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9) Timi és nagymamaja, Manyi néni a plazabdl hazafelenenet Timi kedvenc koérémlakk-
markajanak legujabb termékérél beszélgettek. Manyi néni szerint az () termék ige
kedve# &ron kaphat6. Timi, miutdn hazaért, addig kérlelteanyukgjat, mig nem kapott
elég pénzt a koromlakk megvasarlasara. Ezek utan mii a legkdzelebbi illatszer boltban
dobbenten tapasztalta, hogy 66 Ft hijan a Manyi néréltal emlitett ar kétszeresébe keril
a hon ahitott koéromlakkja. Hosszas vivodas utan rajott arra, hogy Manyi néni
életkorabol fakaddan felcserélte a haromjegy ar elss és harmadik szdmjegyét.

Mennyit kell Timinek fizetnie a kéromlakkért, ha meg akarja venni? (16 pont)
Megoldas
A feladat szévege alapjan a kovetkegyenletet irhatjuk fel2 abc= cba+ 66. (2 pont)

Mivel a bal oldali kifejezés paros, ezért a jobldadl kifejezésnek is parosnak kell lennie.
Ebbsl kbvetkezik, hogy lehetséges, hogy=2, vagya=4, vagya=6, vagya=8. (2 pont)

De mivel a keresett szdm haromjégzérta=2 vagya=4. (1 pont)
Ha a =4, akkor a jobb oldal O-ra végdik. Ekkor viszontc =5 lehet csak, mert a baloldalnak
is O-ra kell végédnie. (2 pont)
De ez lehetetlen, mert ekkor a baloldal értéke abigy mint 800, a jobb oldal érteke pedig
kisebb, mint 700. (1 pont)
Ha a =2, akkor a jobb oldal 8-ra végdik. Ekkor viszontc =4, vagy c =9 lehet csak, mert a
baloldalnak is 8-ra kell végdnie. (2 pont)
De c=9 nem lehet, mert a baloldal kisebb, mint 600, &joldal pedig nagyobb, mint 900.

(1 pont)
Ezekldl kovetkezik, hogya =2 ésc =4 lehetséges csak. (1 pont)
Ebbsl kévetkezik, hogﬂ(ﬂo4) = D2+ 66=> 408 2b= 468 19> 1B 68 b=

(2 pont)
Tehat Manyi néni emlékeiben szerg@dr 264 Ft, mig a valésagban a koromlakk aié2 Ft
volt. (1 pont)
Ellendrzés: 2[264- 66= 462 462 46 (1 pont)

Osszesen: 16 pont

Maximalis elérhet pontszdm: 64 pont

A probaérettségi soran szerezbiehaximalis pontszam: 115 pont
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