STUDIUM GENERALE PROBAERETTSEGTI FELADATSOR

MATEMATIKA PROBAERETTSEGI MEGOLDOKULCS
-= EMELT SZINT =-

2011. janudr 22.

Az aldbbi néqy feladat megolddsa kotelezo!

1) Old meg az aldbbi egyenléségeket a valos szamok halmazan!

a) 8x2(1 + %) =16 - y? +2y -1 (6 pont)
X
b) x'9* +10. x7'9% =11 (6 pont)
Megoldas :
a) Elséként ki kell kétniink a tort miatt: x* #0 = x = 0. (1 pont)

A bal oldalon szorozzunk be x?-el, a jobb oldalon pedig a — y? +2y —1-bél emeljiink ki
—1-et és alakitsuk teljesnégyzetté: 8(,\/2 + %) =16 —(y - 1. (1 pont)
Ertékkészlet vizsgdlattal oldjuk meg a példdt. A bal oldalon szdm és reciprokdnak
(a s %j

Mivel ebben az esetben a egy pozitiv szdm a pdros kitevé miatt (a+lj22 van

osszegét latjuk, amirdl tudjuk, hogy >2, (1 pont)

a
érvényben, azaz a baloldalnak minimuma van, ami 16. Ezt x* =1 = x =+1 esetén éri
el. (1 pont)
A jobb oldalon egy pozitiv szdm és egy teljesnégyzet kiilonbsége van. Azaz maximuma
van, amikor a teljesnégyzet értéke nulla. Ezt y =1-ben éri el. (1 pont)
Tehadt az egyenlet megolddsai: x, =1, y, =1és x, =-1, y, =1 (1 pont)

b) Elsd Iépésként tegyiik meg a kikotést a logaritmus miatt: x > 0. (1 pont)

Helyettesitsiink be (j ismeretlent: x9 =a, = a+10-a" =11. Beszorozhatunk a-
val mivel tudjuk, hogy nem nulla, utdna rendezziik az egyenletet: a* —11a +10 = 0.(1 pont)

Mdsodfokid megoldoképletbdl kijon a két gyok a-ra: g, =1 és a, =10, (1 pont)
a =1 esetén x9" =1 = x" = x°. Az exponencidlis fiiggvény szigord monotonitdsa
miatt: Igx =0 = x, = 1. (1 pont)
a, =10 esetén x'* =10 = Igx"* =1gl0 = Igx-lgx=1 = Igx =+1, (1 pont)
Igx =1 esetén x, = 10 és Igx =-1 esetén x, = 0,1. (1 pont)

Osszesen: 12 pont

2) Az iskolai sportegyesiiletnek harom szakosztdlya van (labdardgd, tajfuto és
asztalitenisz), melyekben mind a 81 tanulé sportol. Tudjuk, hogy minden tag
legalabb két szakosztdlyba jar. Kétszer annyi labdarigé van, mint tajfuté, és aki
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tajfutd, az egydttal asztaliteniszezik is. A labdardgo és a tajfuté szakosztaly
egyiittes taglétszama megegyezik az asztalitenisz szakosztaly taglétszamaval.

a) Hany tagja van az egyes szakosztalyoknak? (6 pont)

b) Ha kivélasztok a 81 sportolé kézil 10-et, mekkora annak a valésziniisége, hogy

kozottiik legfeljebb 2-en tajfutok? (6 pont)
Megoldads :

a) Az 1. feltételbél kovetkezik, hogy csak az a, b, ¢ és d

tartomdnyokban lehetnek nulldtdl kiilonbszé szdmok. o 0
(1 pont)

A labdarlgok szdma: a+ b+ d , a tdjékozoddsi futok szdma:

a+c+d. A2 feltétel szerint: a+b+d =2-(a+c+d). v
(1 pont)

A 3. feltétel miatt: a=0. (1 pont)
A 4. feltétel miatt: a+b+d +a+c+d=b+c+d

(1 pont)
E hdrom egyenletbdl megkapjuk, hogy d =0, b=2c és
b+c=81.Azaz ¢ =27 és b=54. (1 pont)
Tehdt a labdardgé szakosztdlyban 54 tag van, a tdjékozdddsi futék 27-en vannak, az
asztaliteniszezdk |étszdma pedig 81. (1 pont)
b) 3 lehetéséget kiilonboztetiink meg. (1 pont)

Els6  lehetéség  valdszinlisége, amikor  pontosan  ketté  tdjfuté  van:

gy

P(A) = e - 0,194 (1 pont)
o)
Mdsodik  lehetéség  valdészinlisége, amikor  pontosan egy  tdjfuté  van:
(27} (54}
1)19
P(B) = T 0,076 (1 pont)
o)

27\ (54
i
e - 0,01.
o]
(1 pont)

A keresett valészinliség ezek osszege: P(A)+ P(B)+ P(C)= 0,2838. (2 pont)
Osszesen: 12 pont

Harmadik lehetdség valészinlisége, amikor nincs tdjfuté: P(C)=

J6 munkdt kivdn a Matek Szekcid!
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3) Legyen f(x) és g(x) is a valés szdmok halmazdn értelmezett fiiggvény:

1 ha, x < -4 ) 1
F(x)=3(x+2% -3 ha,-4<x<1 gx)=-x+=
2 2

6 ha, 1< x

a) Abrdzold ugyanabban a koordindtarendszerben mindkét fiiggvényt! Add meg az
f(x) = g(x) egyenlet megoldasait! (6 pont)
b) Szamitsd ki a ket fiiggvény dltal kdzre fogott, zart sikidom teriletét! (8 pont)

Megoldds:
a) A fiiggvények dbrazoldsa. (2 pont) 4
Az egyenlet megolddsai, valéjdban a két

fiiggvény érintési- vagy metszéspontjai.

Elsé eset: x <—4: 9(x) |
fix)=y=1
1 11 egyenletrendszer
g(X)=y=§X+E 1 f(x)
megolddsa x =-9 és y =1. (1 pont) ‘ >

Mdsodik eset: —4 < x <1:
f(x)=y=(x+27-3
1 egyenletrendszer

gx)=y = x+7
2" 2

.o . / 9 / . . rd
gyokei x; =1és x, = —5- %1 €s X, nincsen benne az — 4 < x <1 intervallumban, tehdt

nem megolddsok. (1 pont)
Harmadik eset 1< x:
fFix)=y=6

1 11 ; egyenletrendszer megolddsa x =1és y =6. (1 pont)
gx)=y = Xt
Tehadt a keresett megoldds parok: x, = -9, y, =1és x, =1, y, =6. (1 pont)

b) Két részre bontjuk a sikidomot. A [-9.-4] intervallumon van egy derékszog
hdromszagtink. (1 pont)
Az egyik befogdnk hossza az intervallum terjedelme, azaz 5. A Mdsik befogd hosszat
dgy kapjuk meg, hogy a -4-et behelyettesitjik g(x) fliggvénybe - igy megkapjuk a
hdromszog felsé csdcsdnak y koordindtdjat. Ez 3,5-6t ad eredményiil, de ebbdl még
kivonunk 1-et, mivel nem az x tengelytél szdmitjuk, hanem az #(x)=1-14l. Tehdt a két
befogo 5 és 2,5. (1 pont)

Hdromszog teriilete: 7, = % =6,25 (1 pont)
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|- 4 intervallumon 1évé sikidom teriiletét integrdlds segitségével kapjuk. De elétte
feltoljuk mindkét fiiggvényt 3 egységgel y tengely mentén, hogy ne legyen x tengely
alatti rész. Igy kapjuk a kévetkezd hozzdrendeléseket: F(x)+3=x°+4x+4 és
g(x)+3=%x+1?7. (2 pont)
A két fiiggvény integrdltjanak kiilonbsége adja a keresett teriiletet. Alkalmazzuk a

Newton-Leibniz-formuldt:

: 1 1, 17 1 [« 1
7§=If(X)+3dx—jg(X)+3dx:{—x2+—x} —{—+2X2+4X} =

J J, 4 271, |3 Py
1575 - % _ 27,083 (2 pont)
T =T, +7, =6,25+27,083 = 33,3 teriiletegység. (1 pont)

Osszesem: 14 pont

4) A Szabadsdg hid budai hidfojénél sétdlgatva tajoloval megmeérjiikk, hogy az
aticélként kitizott Kozraktar tér (K') és a jobb kéz felé es6 BME (B) kozti
szakasz 60°-os szdogben, illetve a Kdzraktar tér és a bal kéz felé esg Corvinus
Egyetem (C) kozti szakasz pedig 45° -os szdgben latszik. A térképen lemérjik,
hogy a CKB sz6g 120°-os, a CK tavolsag 2800 m, a KB tavolsag pedig 3600 m .

Szamitsd ki, mekkora tavolsdgban vagyunk légvonalban a Kézraktar tértdl, ha
feltételezhetjik, hogy a €, K és B helyek a hidfével azonos tengerszint feletti
magassdgban vannak! (13 pont)

Megoldas :

X sin(180° - 45° - p)
2800 sin45°

x _ sin(180° - (120° - p) - 60°)
3600 sin60° '

Mindkét egyenletbél x-et kifejezve, a kapott kifejezések egyenl6ségébdl:
sin(180° - 45° — ¢) sing

2800 - = 3600 - : 2 pont

sind5° sin60° (2 pont)

Egyszerdsités, a kozos nevezével valo

szorzds és az addiciés képletbdl valo

Az AKChdromszogbdl szinusztétellel: , a2 ABK hdromszogbdl

pedig: (2 pont)

behelyettesités utdn:
V3 (1 1 ] 9 _.
7 -—| —=cosp+—=sing |= —=sin

2\ ) TR

(3 pont)

cosp-t és sing egy-egy oldalra

rendezve, kapjuk

(18 - 7+3)sing = 73 cosp. (2 pont)
cosp nem nulla, mivel akkor sing-
nek is nulldnak kell lennie, de ez
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egyszerre nem teljesiilhet. Es ha nem nulla, akkor leoszthatunk vele. cosg-vel és

73 .
18 — 7+/3) osztva, azaz tqp = ————— =2,0635 . Es ¢ = 64,14°. 2 pont
( ) 9 =12 773 % (2 pont)
A keresett tdvolsdg x = 3600 % ,azaz x = 3740,79 m. (2 pont)
|

Osszesen: 13 pont

A kotelezé négy példa Gsszesen: 51 pont

Az aldbbi 6t feladat koziil négyet kell kivdlasztanod és megoldanod!

5) Egy fdiskola I. évfolyaman a nappali tagozatos hallgatok 15% -a jelesre vizsgazott
statisztikabol. A levelezé tagozaton 30% , mig a tavoktatason résztvevoknél 10%
volt a jelesek részaranya. Az egyes tagozatok létszamardl tudjuk, hogy kétszer
annyi tdvoktatasban résztvevé van, mint levelez6, és a nappalisok és a
tdvoktatdson résztvevok egyenlé szamban vannak.

a) Véletlenszeriien vdlasztva egy hallgatot, mekkora az esélye, hogy a statisztika

Jegye jeles? (10 pont)
b) Ha a vdlasztott hallgaté jegye jeles, akkor mi az esélye, hogy 6 nappalis,
levelezd, illetve tavoktatdsban résztvevo? (6 pont)

Megoldds:

a) Nappali tagozatosok szdma legyen x, levelezgsok szdma y és tdvoktatdsban részt vevék
z. Igy rendre a jelesre vizsgdzott hallgatok szdma 0,15x, 03y és 0,1z (3 pont)
Tovdbba a feladat szévegébdl tudjuk, hogy z = x =2y (1 pont)
Az osszes hallgatok szama: x + y + z =2y + y +2y =5y (2 pont)
Jeles hallgatdok: 0,15x+03y +01z =03y +03y +02y =08y (2 pont)
A keresett valészinliség: P = % =0,16 (2 pont)

b) Az Gsszes jeles hallgaté szama 0,8y. A nappali jeles hallgaték szdma 015x =03y,
levelezés jeles hallgaték szdma O3y és a tdvoktatdsban résztvevd jeles hallgatdk

szdma 01z =02y . (2 pont)
A keresett valésziniiségek:
03y
Pn)=-—"-%-=0,375 1 pont
(m) o8y % (1 pont)
0.3y
Pl/)=--2=0,375 1 pont
( ) 018}/ ’ ( pon )
02y
P(t)=-"-%-=0,25 1 pont
Tehat annak a valdszinlisége, hogy a vdlasztott jeles tanulé nappalis 0,375, annak, hogy
levelezds szintén 0,375 és annak, hogy tdvoktatdsban résztvevé 0,25. (1 pont)

Osszesen: 16 pont
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6) Az A és B helység kozotti tavolsdg 72 km, 6 orakor A-bdl B -be egy autdbusz

indul el, majd egy ora milva egy kerékparos. Az autobusz B -ben 20 percet dll,
majd visszaindul A-ba, és a kerékpdarossal 9 ora 40 perckor taldlkozik. Az
autébusz A -ban 40 percet dll, majd ismét elindul B -be, és ez alkalommal a
kerékpdrost 12 ora 20 perckor éri utol. Szamitsd ki az autobusz és a kerékpar

atlagsebességét! (16 pont)
Megoldas :
Ha a kerékpdros x km utat tett meg az elsé taldlkozdsig, akkor a busz (144 — x) km-t.
(1 pont)

Mivel az dtlagsebesség kiszamitdsa sordn az osszes utat kell elosztani az 6sszes idével,
a busz vdrakozdsait is bele kell venni az dtlagsebességébe.

A kerékpdros szdmdra 2% ora telt el, a busznak 3% éra telt el az indulds éta. gy

3xkm 3(144 — x) km

sebességiik v, = 8 SVs= 1 " (3 pont)
Ha a mdsodik taldlkozdsig a kerékpdros y km-t, akkor a busz (144 + y) km-t tett meg

(1 pont)
a kerékpdros 5% és a busz pedig 6% ordt volt dton (2 pont)
. 3y km 3(144 + y ) km
Igy sebességiik: v, = %T és v, = (Ty)? (3 pont)
A %\/ = % egyenletbdl y =2x. (2 pont)
A 3(14?1_ x) = 3(1414; ) egyenletbdl x =2810. (2 pont)
Ezt felhaszndlva a keresett sebességek (amik egyben az dtlag sebességek)
vV, = 31,61% és v, = 10,54%. (2 pont)

Osszesen: 16 pont

7) Egy gimnazista fil meglepetés gyanant Nizzat nézte ki, mint potencidlis nyaralasi
helyszin bardtnéje és sajat maga szamdra, ami 550 000 forintba keridil
kettdjiknek.

a) Mivel mar hosszabb ideje tervezi a nyaraldst igy némi félrerakott pénze is
akad 6sszesen 400 000 forint. Ha ezt befektetné évi 17% -os kamatra, akkor
mennyi id6 milva mehetnének el Nizzaba nyaralni? (6 pont)

b) Ha a hianyz6 150 000 forintot személyi kolcsonként venné fel, ami évi 24% -
os kamatot jelent szdmdra és havi részletekben kéne visszafizetnie két év
alatt, akkor mennyit fizetne havonta?

(A bank havi elszamolasi kamatos kamattal szamol.) (10 pont)

J6 munkdt kivan a Matek Szekcid!
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Megoldds:

a) A gimnazista filnak az n. év végére 400000 -117” forintja lesz. (1 pont)
Ennek a vagyonnak kell elérnie az 550 000 forintot. (1 pont)
Tehat: 400000 -117” >550000 = 117" >1375 (1 pont)

7/ ’ 7’ . /7 rd 1l
Mindkét oldal tizes alapd logaritmusat véve: n > —|?9131775 =n=2203 (2 pont)
Tehat 3 év utan viheti el bardtngjét Nizzdba. (1 pont)

b) Eves kamatbél a havi kamat: 131,24 =1,0181, azaz 1,81%. (2 pont)
Az ismeretlen torlesztd részlet legyen x.

(150000 -1,0181 — x)-1,0181 — x)..)-1,0181 — x =0 (1 pont)
Az utolsé torleszté részlet befizetése utdn fogy el az addssdg. Elvégezve a
beszorzdsokat:
150000 -1,0181%* — x(1,018123 +1,0181% + ... +1,0181 +1)=0 (2 pont)
A zdronjelen beliil Iévé mértani sorozatra az 6sszegképletet alkalmazva: (1 pont)
1,0181%* -1

150000 -1,0181%* —x=——-___ -0, 2

> 8L =X o181 -1 (2 pont)

150000 -1,01812*

- d DX = ’ =7761,00. 1 pont
x-re rendezve: x 2973 , (1 pont)
Tehdt havonta 7761 forintot kell fizetnie 24 hénapon keresztiil. (1 pont)

Osszesen: 16 pont

8) Egy sitdabor szervezdi aprobb statisztikdval kedveskedtek azok szamdra, akik az

idei év soran gondolkodoba estek, hogy részt vegyenek-e. Az alabbi tdbldzat a
tavalyi taborban résztvevok koltségeinek Gsszességét mutatja be:

Sitabor alatt elksltott dsszeg (ezer forintban) 68 | 108 | 154 | 184 | 225

Taborozok szama 11 |33 |35 (22 |9

a) Abrdzold a tavalyi résztvevik kéltségeinek eloszldsdt oszlopdiagramon! (2 pont)
b) Mennyi volt a tavalyi kéltségek dtlaga és szérdsa? Ertelmezd is sketl (5 pont)
c) Az idei évben 2500 Ft-tal nétt a tabor dra. Hogyan fog valtozni a résztvevdok
koltségeinek szorasa és datlaga, amennyiben azt feltételezziik, hogy mindenki
szamdra a tavalyival megegyezd ,egyéb” koltségek meriilnek fel? Valaszod
indokold! (3 pont)
d) Eléfordulhatott-e, hogy a ,legtobbet kolt6k™ tarsasagdban mindenki pontosan 3
embernek arulta el az dltala elkoltott pénzmennyiséget, amennyiben tudjuk,
hogy ha valaki megbizik a mdsikban annyira, hogy eldrulja azt, akkor a

gesztust viszonozva a masik is eldrulja a kéltségei nagysdagat? (3 pont)
e) Tagadd az aldbbi mondatot: ,Nincs olyan év, hogy David ne lenne a legtobbet
koltok csoportjaban.” (3 pont)

J6 munkdt kivan a Matek Szekcid!
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Megoldads :

a)

fg 40

b)

d)

Sitabor kéltségei

35

30
25
20
15
10 -
0 B
68 108 154 184 225

ezer ft-ot kolték

(2 pont)
_ 11.68000 + 33 -108000 + 35 - 154 000 + 22 - 184000 + 9 - 225000
_ _14
4 11+33+35+22+9 3409.09
(1 pont)

Tehdt dtlagosan a tavalyi sitdborban 143 409 forintot koltottek a résztvevék. (1 pont)

. \/11 .(68000 —143409,09) +...+9- (225000 — 143409 ,09)*
110
Tehadt a résztvevék dtlagos koltségei a tavalyi sitdborban 43 065,97 forinttal tértek el
a tdbori dtlagtdl. (1 pont)
Az atlag 2500 forinttal né, hiszen ha minden résztvevének plusz 2500 forint koltsége
lesz, akkor a teljes dtlag is né 2500 forinttal. A szérds valtozatlan marad, hiszen a
2500 forinttal magasabb dtlagtél a megnovekedett koltségek azonos mértékben fognak
eltérni. (3 pont)
A legtobbet kolték tdrsasdgdt” egy olyan grdffal modellezziik, ahol a pontok az
embereket jelolik, a két pont 6sszekotése pedig azt jelenti, hogy az a két ember
kolcsonosen eldrulta egymdsnak, hogy melyik csoportba tartoznak. Ekkor egy olyan 9
pontl grdfot kapunk, melyben minden pont fokszdma 3. Ekkor a pdratlan fokszdmd
pontok szdma pdratlan lenne, ami nem lehetséges. Tehat ez az eset nem fordulhat elé.
(3 pont)
Van olyan év, hogy Ddvid nem a legtébbet kéltok tarsasdgdba tartozik. (3 pont)
Osszesen: 16 pont

= 43065,97 (2 pont)
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9) A 20 cm magassdgl, 18 cm alapélii, négyzet alapi szabdlyos gidlat az alaplapjaval
felfele forditjuk, és a magassdg feléig megtdltjik vizzel. Ezutan lezarjuk, és a
gulat az alaplapjdra forditva lerakjuk az asztalra. Milyen magasan dll benne a viz?

(16 pont)
Megoldds:
2

Az eredeti gdla térfogata V ,, = ISTZO =2160cm®. a a

(1 pont) ) /
A beleontott viz térfogatdhoz elészér meg kell \ /
hatdroznunk a 6 oldalt, mely a hasonlésdg miatt az a oldal b s
fele, tehdt 9. (1 pont)
4 92 -10 3
Igy V, = 3 - 270 cm”. (2 pont)

/7 7/ /7 7/ rd . X y

Megforditds utdn a hasonlésdg miatt 20=18" ahonnan
y=09x. (4 pont)
A felsé glla térfogata V., = 2160 —270 =1890 cm®.

(2 pont)

y2 o x Y \
A térfogat képletével szdmolva 1890 = , melybe / \
a
, o L 0,81x°3 i

beirva az el6z6 6sszefiiggést 1890 = . (4 pont)
Ahonnan x =%/7000 =19,13 cm. (1 pont)
A viz tehat kb. 9 mm magasan dll a glldban. (1 pont)

Osszesen: 16 pont

A masodik 5 feladatbdl 4-et kellett vdlasztani, ez Gsszesen: 64 pont
Osszesen: 115 pont
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