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Automatak és formalis nyelvek

1. Bevezetés

1.1. Torténelmi hattér

A formalis nyelvek elmélete Noam Chomsky munkassagdval indult az 1950-es években.
Féként a természetes nyelvek struktirijanak formalis jellemzésére torekedett, azaz megprébal-
ta formalis mddszerekkel leirni a nyelvtanok szabalyait. Erre hdaromféle modellt is kidolgozott, me-
lyeket 1956-ban egy kiadvanydban meg is jelentetett. Ezek kozil az elsd modell (finite-state gram-
mar) nem keriilt alkalmazdsba, a méasodik modell (transformation grammar) a természetes nyel-
vek tanulményozasiban valt fontossd, és a harmadik modell (phrase-structure grammar) valt
mérfoldkové a formalis nyelvek elméletében.

Chomsky a kifejezés rendszerti modelljében (phrase-structure grammar) a nyelvet kib&vitette
olyan szimbdlumokkal, melyek nem tartoznak a nyelv jelei kozé, és ezeket elnevezte ,, nemterminalis”
jeleknek.  Ezek a jelek mindig valamilyen kifejezést, szdt, esetleg teljes szoveget jelente-
nek. Mindezek mellett bevezetett helyettesitési szabalyokat, melyek egy szimbdlumsorozat va-
lamely részét helyettesitették 1j szimbdlumsorozattal. (Jeldljik nagybetiikkel a nemterminalis je-

leket.) Példaul:
ABC—ADEFC

Itt lathatd, hogy a B szimbdlum lett helyettesitve a DEF szimbdlumsorozattal.

Chomsky két nagy csoportra osztotta a modelljében konstrudlt nyelvtanokat; kornyezetfiggd
és kornyezetfuggetlen nyelvtanokra. Mint a kés6bbiekben latni fogjuk, ezek fontos szerepet toltenek
be mind a formalis nyelvek, mind pedig a forditéprogramok targykorén belul. Az el6bbi példaban
egy kornyezetfuggd szabalyt lathattunk, ahol B szimbdlum kornyezete A és C.

A 60-as években Chomsky féleg a kornyezetfuggetlen nyelvtanok elméletén dolgozott, de
késSbb visszatért a természetes nyelvek tanulményozasahoz. Ekozben tobben folytattak ku-
tatast a kornyezetfiggetlen nyelvtanok tulajdonsiagainak felderitésére, melyben tobb problémara
is ramutattak, és jonéhany megvalaszolatlan kérdésre is adtak bizonyitdst (Bar-Hillel, Per-
les, Odgen, Parikh). 1966-ban Seymour Ginsburg jelentette meg konyvét The Mathemati-
cal Theory of Context-free Languages cimmel, melyben Osszegezte a kornyezetfuggetlen nyelv-
tanok vizsgalatdval osszefiiggd eredményeket. Tulajdonképpen ez az elsé olyan munka, mely
ramutatott a formalis nyelvek és az automatak elméletének kapcsolatara.

A 60-as évek végén és a 70-es évek folyaman 1j fejlesztések indultak el a kornyezetfiggetlen
nyelvtanok formalis elemz6 mddszerei iranyaba. Ebben a témakorben is szuletett egy tanul-
many The Theory of Parsing, Translation, and Compiling cimmel (Aho & Ullman), mely a

forditoprogramok elméletének egyik alapmiive.
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1.2. Programozasi nyelvek

1.3. Extended BNF (EBNF)

1.4. Szintaxis diagramm
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2. Alapfogalmak
2.1. Abécé, szavak, nyelv.

Definicié:
Abécének neveziink egy tetszéleges véges szimbdélumhalmazt.
Ennek jelolésére az X, Y betliket fogjuk haszndlni és a tovabbiakban 7' az dgynevezett ter-

minalis szimbdlumhalmazt fogja jelenteni. Egy tetszéleges abécé elemeit a, b, ¢ betiik fogjdk jelolni.

Definicio:
Az X abécé elemeinek egy tetszdleges véges sorozatdt az X dabécé feletti szonak nevezzuk. Ha
X nem lényeges vagy egyértelmii, akkor szérdl beszélunk. Egy szd jelolésére az u,v,w betiiket

fogjuk hasznalni és egy tetszOleges u sz6 abécéjét X (u)-val azonositjuk, azaz formalisan:
X (u) = {u sz6 kilonb6z8 szimbdlumai}.

Az X abécé feletti osszes sz6 halmazat jelolje X*. Az ¢ jelentse az tires szt és legyen X1 =

X*\ {e}.

Definicio:

Az X* valamely részhalmazdat az X abécé feletti nyelvnek nevezzik (ZX* eleme).

Egy nyelv jelolésére az L betlit, illetve ennek indexelt véltozatdt fogjuk hasznalni. Ha X nem
lényeges vagy egyértelmii, akkor nyelvrél beszélink. X (L) jeloli az L nyelv dbécéjét és megegyezés

szerint az u szdt azonositjuk az {u} nyelvvel.

2.2. Muveletek szavakkal

1. Konkatenacio:

Legyenek u, v szavak egy adott L nyelvb&l. Ekkor a két szé konkatenacidja uv. (A két sz6
egymas utdni lefrdsaval kapott sz6.) Ez egy asszociativ mfivelet, melynek € az egységeleme,
igy

<X* , konkatenacid, £>
egy egységelemes félcsoportot képez.

2. Megforditas:

Legyen u a sz6, ekkor a megforditasa u™.
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3. Sz6 hossza:
Egy adott u sz6 hossza a benne 1év3, dbécébeli jelek szama. Jelolése: I(u). Egy adott
y € X jel szdma egy adott u széban: [, (u). Legyen H C X. Jelolje u széban lévé H-

beli szimbdlumok szamat I (u). Példaul Iy, 5y (abcac) = 3.

4. Homomorfizmus (atkddolds):
Legyenek XY tetszbleges dbécék. Ekkor a h : X* +— Y™ konkatenacidtartd leképe-
zést homomorfizmusnak hivjuk. (Tehdt u,v szavak esetén h(uv) = h(u)h(v), és h(e) = ¢.)

Ekkor h konkatendcidtarto tulajdonsaga miatt elég h-t az X-en megadni.

Nyelvekre vonatkozé kiterjesztése:

h(L) := U h(u).

uelL

2.3. Miveletek nyelvekkel

1. Halmazmiiveletek:
Véges sok halmazelméleti miivelet eredményéhez mindig megadhatd egy dbécé, mely
folotti nyelv az eredmény. Legyenek Li, La,..., Ly nyelvek. Ezekkel végzett mivelet

eredményének megfelel abécé:

Végtelen sok miivelet esetén garantalni kell valahogy azt, hogy az eredményhez 1étezzen

abécé. A kovetkezd példa is ennek a fontossagat mutatja:

Legyen

Ay ={(1,(2,- -, (ny )1, )2y - -+, )} egy dbécé, és
D, := HE(A,),
azaz a A, feletti helyes zardjelezések halmaza. Ekkor

D= GD,
i=1

mar nem lesz nyelv, mert nincsen véges abécéje.
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2. Konkatendacié:
Legyenek Lq, Ly nyelvek. Ekkor az Ly és La nyelvek konkatendcidjan az LyLs := {uv |
u € L1 Av € Lo} nyelvet értjik. (Ez tulajdonképpen komplexusszorzas.)
A konkatendacid rendelkezik az asszociativitas tulajdonsagdval. Erre vonatkozd egységele-
me {€}. Az unid és a konkatendcié kézott mindemellett kétoldald disztributivitds all fenn, azaz
L(LiULy) = LLy ULL,y, valamint
(L1 ULy)L = L1 LU LsL.

Ezekkel a tulajdonsagokkal a
<2X* , {U, konkatenacid})
algebra félgytrit ad.

3. Helyettesités (nemdeterminisztikus atkédolas):

Legyenek X, Y 4bécék, és ® : 2X° — 2V A @ leképezést helyettesitésnek nevezziik, ha
unié- és konkatendciétartd. (Tehat a 2X" és a2V félgyflirtik kézotti algebrai homomorfizmusrél
van sz4.)

Megjegyzés: A homomorf leképezésbdl addddan ®(f) = @, valamint ®({e}) = {e} is
fennall. A miivelettartas miatt -t elegendé X elemein megadni. Tetszbleges homomorfizmus

tekinthetd helyettesitésnek.

4. Lezaras, iteracid.

Legyen L egy nyelv. Ekkor I iteraltjan vagy lezartjan a kovetkezdt értjik:

L* = ULi, ahol L':=LL...L, é L°:={e}.

i=0
Példaul:
{ab,ba}* = {¢, ab,ba, abab, abba, baab, baba, ababab, .. .}.

Pozitiv lezdrds (e nélkiil):

Lt .= G L.
i=1

2.4. Nyelvek definidlasanak modszerei

Egy nyelv definidlasara tobbféle mdédszer 1étezik, de mindegyik esetében kovetelmény, hogy

véges leirast adjunk.
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Definicié:
Legyen X egy adott abécé. Elemi nyelveknek nevezzik azokat a L nyelveket, melyek megfe-
lelnek az alabbi két feltételnek:
a) L eleminyelv, ha {a}, {¢},0 valamelyike, ahol a € X,
b) vagy elemi nyelvekbdl az unid, konkatendcid, vagy a lezdrds miiveletek segitségével hozzuk

létre.

Példaul legyen X := {a, b} dbécé, ekkor {{a}{b} U {b}{a}}* elemi nyelv.

Feladat: Le lehet-e irni minden nyelvet ezen miiveletek véges alkalmazdsaval?

Nyelvek definialasara a kovetkezo maodszerek 1éteznek:
1° Véges nyelvek esetén felsorolhatjuk a nyelv elemeit.

2° Logikai formulaval.

Példdul legyen X := {a,b} és L := {a"b" | n € N}.

3° Strukturalis indukcidval.
Ekkor adott egy véges elemi nyelvkészlet (véges sok véges nyelv) és adott egy véges
miiveletkészlet. Ugy adjuk meg a nyelvet, hogy megmondjuk, mely elemi nyelvekbdl és milyen

megengedett miveletekkel dll el§ (véges sok nyelvbél véges sok miivelettel).
4° Algoritmus segitségével.

Definicié:
Az L nyelv rekurzivan felsorolhaté <= ha létezik A algoritmus, mely az elemeit felsorolja.

Rekurziv felsorolas: egy adott algoritmus az outputjara szavakat allit eld, s igy a nyelv

osszes szavat felsorolja (esetleg végtelen sokat).

Definicié:
Az L nyelv parcialisan rekurziv <= létezik A algoritmus, mely minden u € I s76 esetén

tgen valasszal all le, mig u € L esetén nem terminal, vagy ha terminal, akkor nem valaszt ad.

Definicié:
Az L nyelv rekurziv <= létezik eldont6 algoritmus, mely inputjara egy tetszoleges szot

helyezve eldonti, benne van-e a nyelvben (igen a valasz, ha eleme a nyelvnek, és nem a vélasz

ellenkezd esetben).

Megjegyzés: Az els6 és a masodik definicid egyenértékii, az utolsd sziikebb.
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5° Matematikai gépekkel:

Az absztrakt, matematikai gépek felépitése a kovetkezo: Adott egy potencialisan végtelen
input szalag, amelyre fel van irva az elolvasidsra megadott sz6. A gép ezt az input szalagot egy
olvaséfejjel olvassa végig. Adott tovabba n darab lista (verem), melyek mindegyikéhez tartozik
egy iré/olvaséfe]. Ezeket pedig egy tigynevezett kdzponti egység vezérli, ami véges sok dlla-

pottal rendelkezik. Ez az allapot hatarozza meg a gép tovabbi miikodését.

Egy ilyen matematikai gép példaul a Turing-gép.

Input 1.verem n.verem

CPU A | A

2.1. Abra: A matematikai gépek felépitése

Miikodése:
Adott egy diszkrét idoskala, melynek minden utemére a gép végrehajt egy 1épést. Egy
ilyen 1épés tulajdonképpen két alapvetd részbdl all:
1) Felderités: Milyen jelet olvastunk, a CPU milyen allapotban van, és mi van a vermek
tetején.
2) Tényleges miikodés: A CPU 4 allapotba kertil(het), vermekbe 4j jeleket ir(hat)unk,

olvaséfejet mozgatjuk.

Ha létezik olyan miikodéssorozat, amelyre a szekvencidlis inputot elolvassa a gép, és a

CPU végallapotba kertl, akkor a szé a nyelvbe tartozik, kiillonben nem.

6° Produkcids rendszerrel.

Itt axiomak és kovetkeztetési szabdlyok segitségével adjuk meg a nyelvet. A pro-
dukcids rendszer olyan szavakbdl allé nyelvet ir le, amelyek az axidmakbdl levezetheték, il-
letve az axidmakra visszavezethetOk. Specidlis produkcids rendszer az tgynevezett gene-

rativ grammatika (formadlis nyelvtan).

3. Nyelvek megadasa produkcios rendszerrel

Definicié:
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A TI produkcids rendszer alatt a kovetkezé harmast értjuk:
II=(X,PAs),

ahol X az abécé, P C X* x X* a produkcids szabdlyok halmaza, és A, C X* az axidomahalmaz.

Megallapodds szerint (p, q) € P esetén az irdsmdd: p — q.

Definicié:
Kozvetlen levezetés II-ben: Az a € X* szdbdl kozvetlenul levezethetd a b € X* szd a II
produkcids rendszerben <= létezik g1,92 € X* és p —> ¢ € P szabdly, hogy a = g1pga, és

b=g1992.
Jelolésben: a—b.
n

Definicié:

Kozvetett levezetés Tl-ben: Az a € X* s26bdl kozvetett médon levezethetd a b € X* sz6 a T1
produkciés rendszerben <= van olyan k € A és vannak olyan dg,81,...,d; € X* szavak, hogy
a=8gp,b =0, és minden i € [0, k— 1] esetén JiT)ﬁi_H.

Jelolésben: a—b.
mn

Definicié:

Az el6bbi definiciéban szerepl6 k szamot a levezetés hosszanak nevezzuk.

Megjegyzés: Amennyiben k = 0, akkor @ = dg = b. Tehét a definicid kozvetlen kovetkezménye,

hogy minden sz6 levezethetd sajat magabdl, tehat a levezetés reflexiv. Vezessiik be jelolésként a

(

pontosan k hosszu levezetést a kovetkezéképpen: a—J>b.
II

Pozitiv levezetésrél beszéliink, ha k > 1. Jelolésben: a—5b.
int

3.1. A 1 altal leirt nyelv

Definicié:

A TI produkcids rendszer altal (a T' dbécére relativ) generdlt nyelv:
Li) ={ueT* |Fa€ A, : a—u}.
II
Definicié:
A TI produkcids rendszer altal elfogadott nyelv (akceptalt nyelv):

Ly() = {u€T* | Ja € Ay : u—a}.
; II



Automatak és formalis nyelvek

Néhany példa:

Legyen TTy := ({(,)},{() — ¢}, {e}), ekkor a TI; &ltal elfogadott nyelv a helyes zardjelezések
halmaza, azaz L‘{l(y)}(ﬂl) = HE.

Legyen Il := ({S, (,)}, P, {S}), ahol P := {S— (S),S—SS,S— ¢}. Ekkor a generalt nyelv
a helyes zardjelezések halmaza, tehat L5{7( )}(Hl_) — HE.

Megjegyzés: Az utébbi példaban szereplé P halmazt — a rovidebb irasmdd kedvéért — a
kovetkez6 médon szoktdk megadni: P := {S— (S) |SS| e}

3.2. Generativ nyelvtanok

A generativ nyelvtanok specialis produkcids rendszerek, néhdny feltétellel megszoritva. Négy
alapveto tulajdonsaguk van:

a) X=TUN é TNN =0, ahol T a terminalis jelek, N a nyelvtani jelek halmaza.

=p

) p— q € P esetén p-ben van legaldbb egy nyelvtani jel.
) Ay = {S}, ahol S € N a kezdészimbdlum.
)

e

e

Csak a 7'-re relativ generalds megengedett.

Definicié:

Generativ nyelvtannak (formalis nyelvtannak) nevezziik az aldbbi négyest:
G=(I,N,P,5S),

ahol 7" a terminalis jelek halmaza, N a nyelvtani jelek halmaza, P egy véges szabalyhalmaz, amely

barmely szabalyanak bal oldalan legalabb egy nyelvtani jel all, és S € N a kezd&szimbdlum.

Definicié:
A G altal generalt nyelv az 0sszes — az S kezdGszimbdlumbdl — levezethetd szénak a halmaza,

azaz:

L(G)={ueT" | 5—;—>u}.

Feladat:
Legyen G1 = ({a,b},{S},{S— aSh | bSa | ab | ba |SS},S>. Bizonyitsuk be, hogy ekkor a

generalt nyelv:

L(G1) = {u € {a,b}" | lo(u) = lp(u) > 0}.
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Megoldas:
n2:

El&szor legyen u € {« € {a,b}* | lo(x) = lp(2) > 0}, és bizonyitani kell, hogy ekkor u € L(G1).
Tehat meg kell mutatni, hogy ekkor 1étezik olyan levezetés G1-ben az S kezddszimbdlumbdl, mely
ezt az u szét adja. Legyen n :=[,(u) = ly(u), és n-re vonatkozé teljes indukcidval igazoljuk:

n = 1: Ekkor u = ab vagy u = ba, mely S kezddszimbdlumbdl az S— ab vagy az S— ba
szabalyok alkalmaz&dsaval kapjuk meg.

n—+ 1: Most n-re elfogadjuk és bizonyitjuk n + 1-re. Az aldbbi eseteket kell vizsgdlni u sz6
felépitése alapjan:

u = abw esetén indukcids feltevésiink alapjan S——w, ezért S—sSS— abS——abw = u,
G

1

u = baw esetén S—SS— baSGL)baw = u,

1

u = awb esetén S—y aSb——awb = u, illetve

1

u = bwa esetén S—s bSaG%lbwa = u.
,C:

Most legyen u € L(Gy) és meg kell mutatni, hogy u € {z € {a,b}* | lo(z) = lp(z) > 0}.
Ehhez nyilvdn elég belatni azt, hogy a szabalyok tetszoleges alkalmazasaval csak olyan u szavak
vezethet&k le, melyekben az a és b szimbdlumok szama megegyezik. Ez viszont teljesul, mert P
csak olyan szabalyokat tartalmaz, melyek azonos szdmu a, b jeleket tartalmaznak, és a legrovidebb

levezethet6 sz6 is legalabb 2 hosszi.

A

4. Nyelvtanok osztalyozasa

A generativ nyelvtanok osztalyozasat a szabalyok alakja alapjan tehetjuk meg. Egy megkotést
madr ismertnk: egy nyelvtani elemnek a szabaly bal oldalan mindenképpen szerepelnie kell.
A szabalyok alakja szerint a kovetkez& osztalyozds lehetséges. Ez egyben a nyelv tipusat

jelenti:

0. tipus:

Itt nincs tovabbi megkotés, azaz minden nyelvtan egyben 0-ds tipusi is.

1. tipus:
Két szabalyforma megengedett:
a) ai1Aas —> aiqaa, ahol ai,as € (T'U N)* a kornyezet, A € N, és q € (' UN)* (azaz
q # €). Ez a kornyezetfiiggs szabalyforma.

b) S — €, ugyanis az a) pont alapjan nem lehet e-ra vezetni. Erre vonatkozé megkotés: ha
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van ilyen szabdly, akkor S nem fordulhat el6 mas szabdly jobb oldalan. Ekkor S csupan

¢ levezetésére szolgal.

Itt 1s két szabdlyforma lehetséges:
a) A —gq,ahol A€ N, ésqe (TUN)T. Ez a kornyezetfiiggetlen szabalyforma.
b) hasonléan, mint az 1. tipus b) pontja.

Megjegyzés: Ez a tipus az 1. tipus megszoritdsa: a1, a2 mindig e-nal egyenld.

Itt harom szabdlyforma megengedett:
a) A—aB,ahol A/ BEN,ésacT.
b) A—q,ahol A€ NésqeT.
c) S — ¢, ahol S a kezdészimbdlum.

Megjegyzés: Ez meg a 2. tipus megszoritasa, ugyanis ¢ csak ilyen specialis alaki lehet.

A kulonbozo tipusu nyelvtanok osztalyokat alkotnak, melyeket rendre G;-vel jelolunk. Tehat:
G; := {i. tipust nyelvtanok}.
Konnyen beldthatd, hogy Gs C Ga C G1 C Go. Hasonlé mddon a nyelveket is osztalyozhatjuk:
L; ={L | L nyelv, és van olyan G € G;, amelyre L(G) = L}.

Az el6z8 nyelvtanhierarchia alapjan L3 C L9 C £1 C Lg. Ez az in. Chomsky-féle hierarchia-
tétel.

A miiveleteket tekintve nem minden osztaly zart, ugyanis példdul Ly nem zart a metszetre
nézve. (Lasd késObb a zartsagi tételeket.)

Legyen T véges, nemiires abécé. Vildgos, hogy 27" a T abécé feletti Ssszes nyelv halmazat
jelenti. Jelolje ,Cg azokat a T feletti nyelveket, melyek nyelvtannal leirhaték. Kérdés: Vajon
minden nyelvhez megadhatd-e olyan nyelvtan, ami azt a nyelvet generalja? Erre ad valaszt a

kovetkezd tétel.

Tétel:

Nem minden nyelv irhaté le nyelvtannal.

Bizonyitas:
Ehhez azt kell beldtnunk, hogy ,Cg C 27", ahol T* megszamlalhatd szamossagi, és 27 konti-

nuum szamossagi. Emiatt elég belatni, hogy £ megszdmlilhatd szamossagii.



Automatak és formalis nyelvek

Legyen N a potencidlis nyelvtani jelek halmaza, ami megszamlalhato szamossdgi. Legyen
Ny :={G | G nyelvtani jelei N-bél, termindlis jelei pedig T-bdl valdk}.

Allitas: Minden L € [:g esetén 1étezik olyan G € Ny, amelyre L(G) = L.

Ez az allitas konnyen beldthatd, hiszen minden ilyen L-hez létezik egy G’ nyelvtan, melyre
L(G') = L. Ebben a G’ nyelvtanban vagy minden nyelvtani jel N-bdl szarmazik, vagy ha létezik
olyan, ami nincs N-ben, akkor egyszertien csak atcseréljitk. (Biztos, hogy 4t tudjuk cserélni, mert
rendelkezésiinkre all megfeleld mennyiségii nyelvtani jel.)

Legyen & : Ny —s L3, és ®(G) := L(G). Ekkor ez a ® egy raképesds, tehdt a teljes L] -re
képez. Tehat nyilvan fennall, hogy |[Ny| > |£F|. Ez alapjan elég belatni, hogy Ny megszamlalhaté
szamossagu.

Ekkor a G nyelvtant a kovetkezdképp irhatjuk fel:
G = <{t1,...,tk},{Al,...,Az},{l‘l...l‘l — Y1 ys,},S>

Viszont @ rdképezés volta miatt minden ilyen G-hez hozza tudjuk rendelni a generalt nyelvét, ezért
tekinthetjuk G-t az X := NUT'U {<, >, — 4, }} U{, } halmazbeli jelek véges sorozatanak. Tehat
Ny C X*, azaz ebb8l mar nyilvan kévetkezik, hogy |[Ny| < | X*|, ami pontosan a tétel bizonyitdséat
jelenti, mert X* megszamlalhatd szamossagu.

A

Church-tézis:

Minden valamilyen konstruktiv médon megadhatd nyelv leirhaté nyelvtannal.

5. Kiterjesztési tételek

Definicié:
A G nyelvtan kiterjesztett 1-es tipusi nyelvtan, ha minden szabalya megfelel a kovetkezo fel-
tételnek:
i) p —> q € P esetén {(p) < I(q), azaz a szabdly nem csokkenti a hosszt.
ii) S — ¢ alaki, ahol S a kezd8szimbdlum.

Jelolés: Gy -

Definicié:
A @ nyelvtan kiterjesztett 2-es tipusi, ha a szabdlyok alakja A — ¢ € P, ahol A € N,q €
(TUN)*.

Jelolés: Gyt -

12
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Definicié:

A G nyelvtan kiterjesztett 3-as tipusi, ha a szabalyok alakja A — uB vagy A — u, ahol
A BeN,ésuel™.
Jelolés: Gyis-

Ezekkel a jelolésekkel nyilvan G; C Gy;qs, hiszen csak gyengitettiink a szabalyok megkotésein.
Ebbél kovetkezik, hogy £; C Lyiy;-

Tétel:

Ei = ‘Ckitiﬂ ahol i= 1,2,3

Bizonyitas:
Csak Lyi; € Li-t kell belatni, mert a masik irany nyilvanvald. Ehhez viszont elég a kovetkezo

lemmat belatni:

Lemma:

Tetsz&leges G € Gygt; nyelvtanhoz talalhaté olyan G' € G;, melyre L(G') = L(G).

Bizonyit4s:

Ezt mindharom kiterjesztésre be kell latni.
1=1:

Feltehet6, hogy G-ben termindlis jel csak A — a  (a € T, A € N) alaki szabalyokban fordul
eld.

Ha ez nem igy van, akkor G-t a kovetkezéképpen alakitjuk dt: minden ¢ € T-hez beve-
zetjik az z;-vel jelolt altermindlisokat, melyek dj nyelvtani jelek lesznek. (Ezek kiilonbézzenek
mind egymastdl, mind pedig N jeleitél.) P-ben minden szabdlyban a termindlis jeleket ki-
cseréljiik a megfeleld dlterminadlis jelekre. Végil felvesszilk az z; — ¢ 1) szabdlyokat. Nyilvan az
igy atalakitott nyelvtan ugyanazt tudja, mint az eredeti, és terminadlis jel csak az z; — ¢ alakud
szabalyokban van, ami pontosan a kivant alak.

Cél olyan G’ nyelvtan konstrukcidja, mely l-es tipusi, és L(G') = L(G). Ha véletleniil G
minden szabdlya 1l-es tipusu, akkor készen vagyunk (G’ = G). Ha nem, akkor vegyik ki G olyan
szabalyait, melyek nem 1-es tipusiak. Milyen ezeknek az alakja?

Rossz szabdly a kovetkez6 alaki lehet: X1 X5... X, — YV1Ys...Y, (m > n). A rossz
szabalyokat szimulaljuk csupa 1-es tipusu szaballyal. Ehhez 1j nyelvtani jeleket kell bevezet-

ni, ezek legyenek a 71, 7a, ..., 7, jelek. Szimuldcid:
X1X2 .. Xn — Zng .. .Xn,

Zng X,-L — leng...Xn,
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Z]Zg...Zn_]Xn—)Z1Z2...ZnYn+]...Ym (n<m),

Z]Z2 ...ZnYn+1 Ym —)YHZQ ...ZnYn+1 ...Ym,
Vi Yo 1ZoYogr .. .Y, — YViYs . L Y,

Z4, ..., 2y 4] volta miatt a szabalyokat csak ebben a sorrendben lehet végrehajtani, ezért az j
nyelvtan is ugyanazt a nyelvet generalja. Csindljuk meg ezt a szabdlytranszformdcidt az osszes

,rossz” szabalyra. Az igy kapott G’ nyelvtan mar 1-es tipusu.

1=2:

Itt a problémat az jelenti, hogy a kiterjesztett 2-es nyelvek esetén megengedett, hogy tires
sz6 alljon a szabdlyok jobb oldaldn. Legyen G ilyen kiterjesztett 2-es tipusu nyelvtan. A prob-
léma az A — ¢ alaku szabalyokkal van. Hogyan viselkednek & nélkul?

Példa: Legyen G = <T, N, 'P,S>, ahol T' = {a,b,c}, N = {A,B,C,S}, P pedig a kovetkezd
szabalyokbal all:

S—ABc|AA,
B—CC,
A—s ¢la,
C—s ¢lb.

Vegyuk példdul a kovetkezo levezetést:
S—ABc—Bc—CCec—bCe—be.
G G G G G

Viszont nekiink az kell, hogy:
S—Be—Ce—be.
G le3 le3
Azt az algoritmust, mely megoldja az c-os szabdlyok ilyen mddositdsat, e-mentésitési eljardsnak
hivjuk.
Legyen H := {A € N | A%)E}. Alapvetd kérdés, hogyan lehet ezt a H halmazt megtaldlni?

Konstrukcios 1épések:
Hi:={AeN|A—ceP}
Hiy1:=H;U{A€eN|IA—QeP:QeH}}.

Ekkor nyilvan teljestl a kovetkezd osszefuggés: H1 C Ho C ... C H; C .... Mivel minden
i-re H; C N, és N halmaz véges, ezért egy iy indextdl kezd6d&en biztosan azonosak lesznek ezek
a halmazok. Legyen ez az ig a legkisebb ilyen index. Ekkor H;, = H;, +1.

Belatjuk, hogy ekkor Hy C Hs C ... C H;, = H;,4+1 = H. Ehhez indukciéval elég azt beldtni,
hogy H; = Hj41 esetén Hjiq1 = Hjyo, hiszen ebbdl kovetkezik, hogy ha H; nem bdvebb H;_1-nél,

14
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akkor onnantél kezdve a halmazok ugyanazok lesznek. Tegytik fel, hogy H; = H;41. Ekkor nyilvan
HY = H},y, és a definicié alapjan:
Hj+2 :Hj+1U{AEN|E|A—>QE'PZQEH;+1}:
=H;U{AEN|IA—QeP:Q€E Hjx} = Hj.

Tehdt a H halmaz megkonstrualhatdé. Kovetkezmény: S € H <= ¢ € L(G).

Konstrudlunk egy 1j G nyelvtant ezen H segitségével. Legyen G := <T, N, P, S>, ahol A —
7 € P akkor és csak akkor, ha § # ¢ A FJA— ¢ € P, hogy -t ¢-bél néhany (esetleg nulla) H-
beli jel elhagyasaval kapjuk.

Az el&bbi példat tekintve az e-mentesitett nyelvtan szabélyai:
Hy={AC},
Hy = {AC}U{B,S} = H.
P elemei:
S—ABc |Bc |Ac | ¢ |AA|A,
B—)CC|C,
A—> a,
C—b.
Allitds:
L(G) = L(G) \ {e}
Bizonyitds:
L(G) C L(G) \ {e}:

Legyen u € L(G) egy tetszéleges szé. Vizsgaljuk meg a levezetését:
S—arAay—ra1jas—u.
G G G
A kiemelt szabaly helyettesitheté a G nyelvtan kovetkezd levezetésével:
A *
St

ahol a ¢-bdl elhagyott H-beli elemekbél levezetjiik e-t. Ha ezt minden G-beli szabalyra elvégezziik,
akkor u egy G-beli levezetését kapjuk. Tehat S%}u, igy u € L(G). Nyilvan u # € miatt teljestl
u € L(G)\ {e} is.

L(G) 2 L(G)\ {e}:

15
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Ehhez elég bebizonyitani, hogy ha S—;—)u # ¢, akkor S—su, ezért belatjuk a kdvetkezd
G

lemmat:

Lemma:

Ha A%}a + ¢, akkor A—5a, barmely A € N esetén.
G

Bizonyit4s:

A levezetés hossza szerinti indukcidval latjuk be. Legyen i a levezetés hossza.

Nyilvan ¢ = O-ra az allitas teljestul, mert A(—g))a <— A=-a < A(—?)mz.

G

Most tegyuk fel, hogy minden i-nél rovidebb levezetésre az allitasigaz. Legyen A%))oz, (1> 1),

és tekintsuk a levezetés legelsd 1épését:

(1) (i-1)

Erre konnyen bizonyithatd, hogy ilyenkor « felbonthaté a = iy . .. ay alakra gy, hogy

<i <i
Zl?al, e ,Zk-?)ak;

Viszont a;-k kozott még lehetnek tres szavak, ezeket vegyik ki. I gy kapunk a;,,...,a;, # €
részszavakat, melyekre igaz, hogy a = a;, ...a;,. Ezekre mér alkalmazhaté az indukcids feltétel,
vagyis

*
7 — QG - aZik—G)aik'

Ebbé&l kovetkezik, hogy Zz'lZiz~~-Zi,,i,>04i104i2~-~ai,,~ Azt allitjuk, hogy ekkor A —
G
i Zi . 2

ip

€ P, ugyanis lattuk, hogy A — Z175... % € P, viszont Z; Zi, ... 7

ipt
7175 ... Zg-bdl néhany H-beli elem elhagyédsaval kaptuk.

A

Ha € nem eleme L(G)-nek, akkor készen vagyunk, L(G) = L(G"). Ha viszont ¢ € L(G), akkor

természetesen gondoskodni kell ¢ levezethet&ségérél. Ennek megolddsdra vegylink fel egy S’ j

kezdGszimbdlumot, és vegyiik fel a kovetkezo két szabalyt:
S'— 5 | e
gy mér tényleg L(G) = L(G).
1=3:
Itt azt kell belatnunk, hogy tetsz8leges G € Gtz esetén van olyan G’ € Ga, melyre L(G) =

L(G"). Ehhez a kovetkez6 harom transzformdciét kell elvégezni:

a) e-mentesités:
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— FEz a kiterjesztett 2-es nyelvtanok e-mentesitd eljardasa. Ha ezt kiterjesztett 3-as nyelvtanra
alkalmazzuk, az eredmény is kiterjesztett 3-as tipusi lesz.
b) Linedrislanc-mentesités:
— Ezt is mentesitd algoritmussal végezziik. (Kiterjesztett 2-es tipusi nyelvtanra is alkal-
mazhatd algoritmust adunk.)

c) Hosszredukeid.

Linedrisldnc-mentesités:
Linedris lancnak nevezziik az A — B(A, B € N) alaki szabdlyokat. Ezeket kell szimulalni,
hogy ne legyenek folosleges 1épések a levezetés soran.

Tegyik fel, hogy G-ben a kovetkezd levezetést tudjuk elvégezni:
051A02?)a101a2?)a102a2?) .. .?)0130[2?)O£1qa2, ahol ¢ & N,ésA, B € N.
Ezt a levezetést tudjuk szimuldlni az A?q 1) szaballyal a kovetkezd mddon:
ozleu?)ozlqag

A megvaldsitashoz meg kell hatdrozni ezeket az 1j szabalyokat. Legyen A € N esetén H(A) :=
{BeN | A%}B}. E halmazt a kovetkez6 mddon hatdarozhatjuk meg;:

Ho(A) = {A}

Hiy1(A) := Hi(A)U{B | 3C € Hi(A) A C—+B}

Ezek a halmazok is egy iy indextél kezdve azonosak lesznek. Tegyiik fel, hogy H;(A) = H;11(A).
Ekkor a definicid alapjan:
Hjto(A) = Hj1(A)U{B | AC € Hjy1(A) A C?)B} =
H;j(A)U{B|3C € H;(A) NC—B} = Hjpr.

Ha G = <T, N, P, S>, akkor G' = <T, N, P, S> lesz az 14j nyelvtan, ahol
P':{Aﬁq|q¢N/\E|BEH(A):B—>q€7)}.

Ekkor L(G) = L(G").
Ha G kiterjesztett 3-as nyelvtan volt, akkor az eredmény is kiterjesztett 3-as tipusi lesz, mert

a jobb oldal nem viltozott. Ezenkiviil ha G e-mentes nyelvtan volt, akkor G is az marad.
Hosszredukeié:
Itt a nem megfelel6 szabalyok a kovetkezdképpen irhatdk fol:
A — uB,

A — u,
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ahol [(u) > 2. Legyen ekkor a ,rossz” szabdly a kovetkezd alaki: A — #1t5 .. .15 B, ahol k > 2, és
t; € T'. Ezt konnyen szimulalhatjuk a kovetkezd kiterjesztett 3-as tipusi szabalyrendszerrel, ahol

Z1, 49, ..., Z 1) nyelvtani jelek:
A— t1Z1,

Z] —_— tng,

Zk_] — tk.B.

Az A — u szabdly esetén ugyanigy jarunk el.

Ezzel bebizonyitottuk a kiterjesztési tételt.

6. Normalformak

A normélformdk tovabbi megszoritasokat jelentenek az egyes nyelvosztalyokra. A tovabbiak-

ban az 1, 2, 3-as osztalyokra adunk ijabb megszoritasokat.

1=1:

Definicié:
Legyen G = <T, N, P, S> egy nyelvtan. A G nyelvtan Kuroda-féle normalformaji, ha szabdlyai
a kovetkez6 alakuak:

(i) S —> ¢, ilyenkor S kezd&szimbdlum, és szabaly jobb oldaldn nem szerepelhet,

(i) A —t,

(i) A — B,

(iv) A — BC,

(v) AB — AC,

(vi) BA— CA, ahol A,B,C € N, ésteT.

Tétel:

Minden L € L4 nyelv esetén létezik olyan G nyelvtan, amely Kuroda-normalformaju, és

L(G) = L.

Bizonyitas:
Elegendd beldtni, hogy tetszbleges G kiterjesztett 1-es nyelvtanhoz létezik olyan G’ Kuroda-
normalforméji nyelvtan, melyre L(G) = L(G'). Legyen G = <T, N, P, S>. Feltehetd, hogy G-
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ben terminalis jel csak A — a alaki szabdlyban fordul el6, ahol A € N, ésa e T.
A normalformdnak nem megfelel6 szabalyokat szimuldljuk jé szabdlyokkal. Hogyan néznek ki

ezek a szabdlyok? Csak nyelvtani jelek vannak benne; és ha a bal oldal hossza 1, akkor igy:
A— X1Xs... Xy (k>3).

Vezessiikk be a 71, ..., Z_9 1) nyelvtani jeleket, és kovetkezd szabalyokat:
A— X124,

7z —> XQZQ,

o9 — Xp—1Xg.

Ha a bal oldal hossza legalabb 2, akkor a ,rossz” szabaly a kovetkezOképpen irhatd le:

X]XQXm —)Y1Y2Yn (mZ 2,7127’77.)

azaz hosszisagot nem csokkent6 szabdly. Szimulacidja a 71, Zs, ..., Z, Uj nyelvtani jelek beve-
zetésével:

Xy — 7y,

Z1 Xy — Y125,

Z9 X3 —> Yals,

Iim=1Xm — Ym_1Zm.
Tovabba ha n = m, akkor

Zm — Y,
egyébként (n > m):

Zm — YmZm-l-l;

Zp1 — Yo 1Y,.

De ezek kozul még a fentiek nem Kuroda-normélforméjiak. Ezek a szabalyok AB — C'D
alakban vannak megadva. Megoldasként be kell vezetni egy 1) nyelvtani jelet (11), és ennek segit-

ségével lehet ezt a ,rossz” szabalyt szimuldlni:

AB — AW,



Automatak és formalis nyelvek

AW — CW,
CW — CD.
A
1= 2:
Definicié:

Legyen G = <T, N, P, S> egy nyelvtan. A G nyelvtan Chomsky-féle normalformajd, ha
szabalyai a kovetkezd alakuak:

(1) S —> ¢, és ekkor S kezd8szimbdlum, és szabély jobb oldalan nem szerepelhet,
(i) A—t, teT,A€N,
(i) A — BC, ahol A,B,C € N.

Tétel:
Minden L € L4 esetén van olyan G Chomsky-normélforméju nyelvtan, amelyre L(G) = L.

Bizonyitas:
El8szor azt bizonyitjuk be, hogy G € Gyita esetén van olyan G Chomsky-normaélformaju
nyelvtan, melyre L(G) = L(G'). A konstrukcid 1épései:

a) e-mentesités,

b) linedrisldnc-mentesités,
c) altermindlisok bevezetése,
d) hosszredukcid.

Az ¢-, és a linedrislanc-mentesités ugyanigy hajthatd végre, mint Kuroda-normalforma
esetében. Az altermindlisok bevezetésének célja, hogy az A — ¢q € P (l(q) > 2) szabalyokban
a termindlis jeleket altermindlis (nyelvtani) jelekre cseréljuk. Ezért a P’ szabdlyrendszerhez

hozza kell venni az X; — t szabalyokat. fgy ezen 1épés utan a kovetkez6 szabalyformak lesz-

nek:
S — ¢, ahol S a kezd8szimbdlum,
A—t ahol A€ N, ésteT,
A —Q, ahol Qe N*.

A hosszredukcié A — @ alakid szabélyra [(Q) > 3 esetén ugyanigy végezhetd el, mint a

Kuroda-normalforma esetében.

A
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Definicié:
Legyen G = <T, N, P, S> egy nyelvtan. A G nyelvtan Greibach-féle normalformaja, ha
szabalyai a kovetkezd alakuak:

S —> ¢, és ekkor S kezdGszimbdlum,

A—aQ,ahol AEN, acT, és @€ N™*.

Definicio:
Egy nyelvtani jel rekurziv (énbedgyazott), ha van olyan legalabb 1 hosszi levezetés, amelynek

mindkét végén eléfordul, azaz A%O{lAQQ és i > 0 esetén A rekurziv.

Definicié:
Egy A € N nyelvtani jel balrekurziv, ha rekurziv, és A%Aag valamelyi > 0és as € (TUN)*

esetén.

Definicié:

Egy A € N nyelvtani jel jobbrekurziv, ha rekurziv, és A%))alA valamely i > 0 és a1 €
(T'UN)* esetén.

Vegyiik észre, hogy ha egy nyelvtani jel nem balrekurziv és nem jobbrekurziv, akkor attél még

lehet rekurziv.
Definicié:
G nyelvtan rekurziv, ha 1étezik rekurziv nyelvtani jele.
A Greibach normalforma lényege, hogy kikiiszoboli a balrekurzidt a 2-es tipusi nyelvtanokbdl.

Kérdés: Csokken-e a masodik tipusu nyelvtanok hatdereje, ha nem csak a bal, hanem a teljes

rekurzidt kizarjuk? Ezt mar nem lehet megtenni a kovetkezd tétel miatt.

Tétel:

Ha a G 2-es tipusid nyelvtanban nincs rekurziv nyelvtani jel, akkor L(G) véges és igy ekkor 3-

as tipusu.
Bizonyitas:

A nyelvtani jelek szamara vonatkozd indukcidéval. A bizonyitast az olvaséra bizzuk.
1=3:

Definicié:
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Legyen G = <T, N, P, S> egy nyelvtan. A G nyelvtan 3-as normalformajd, ha szabdlyai a

kovetkezd alakuak:
A — ¢,
A — aB.

Kiindulds egy tetszéleges 3-as tipusi G nyelvtan. Ebben a rossz alaka szabalyok A — a
alakdak. Konnyen lathatd, hogy ezt egy uj nyelvtani jel és a kovetkezé szabalyok segitségével
szimulaljuk:

A — afF,

F—ec.

6.1. 2-es tipusi nyelvtanok redukalasa

A redukalas a felesleges nyelvtani jelek, illetve szabalyok elhagyasat jelenti. Milyenek ezek a
felesleges nyelvtani jelek? Az els6 csoportot az olyan nyelvtani jelek képezik, melyek a levezetés
soran zsdkutcaba visznek, azaz belSlik nem vezethet6 le T™*-beli sz6. A masodik csoportba pedig

a nem elérhetd nyelvtani jelek tartoznak.

Zsakutcak megkeresése:

Legyen H :={A€ N | JueT™: A%}u} Ezen H halmaz konstrukcids 1épései:
Hq ::{AEN|3qET* A —q P}
Hiy1:=H;U{A|3qe (H;UT)* : A— q € P}.

Nyilvan igaz, hogy a H; halmazok csak boviilhetnek, ezért egy bizonyos 7y indextél
kezdvédéen mind azonosak lesznek, és ekkor H;, = H. Ekkor az N \ H nyelvtani jelek je-
lentik a zsakutcakat, azaz a zsakutcamentes nyelvtan nyelvtani jeleit a H halmaz tartal-

mazza.

Nem elérhet6k megkonstrudldsa (Osszefiiggové alakitds):
Itt az elérhetd jeleket hatarozzuk meg. Legyen K halmaz az elérhetd nyelvtani jelek

halmaza. Konstrukcids 1épései:
Ko = {S}a
Kiy1=KiU{AeN |IB€ K; : B— a1Aas € P}.

Nyilvan itt is igaz, hogy K; halmazok csak b&vilhetnek, ezért egy bizonyos ig indextél

kezdve mind azonosak lesznek, és ekkor K;, = K. A nem elérhetd nyelvtani jelek halmaza az
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N\ K halmaz, azaz az Osszefliggd nyelvtan nyelvtani jeleit a K halmaz tartalmazza.

A zsdkutcak kiszlirése és az Osszefliggdvé alakitas utdn a kovetkezd nyelvtant kapjuk:
G'=(T,N',P,S),ahol N'=HNK,ésP ={A—a€P|AEN Aa€ (N UT)*}
Mar csak az a kérdés meriilhet fel, hogy milyen sorrendben kell ezt a két 1épést végrehajtani.
Allitds:

Csak az el6bbi sorrend a megfeleld, azaz elészor a zsdkutcakat kell kiszlirni, utdna pedig a

nem elérhetd jeleket.
Bizonyit4s:
Miért nem jé a masik sorrend? Ellenpélda:
S—a |AB,
A—sa.
Ez osszefliggd. Ha most kiszlirjik a zsdkutcakat:
S— a,
A—sa.

Ez pedig nem osszefuggé.

Allitds:
Ha a G nyelvtan zsakutcamentes, akkor Osszefliggové alakitas utdn is zsakutcamentes lesz.

Bizonyit4ds:

A bizonyitast az olvasdra bizzuk.

Definicié:
A @ nyelvtant rendezett nyelvtannak nevezzik, ha nyelvtani jelei megszamozhatdk ugy, hogy
N ={A1,Ay,... A}, ésha Ay — A;jq € P, akkor i < j, ¢ € (TUN)*.

Definicié:
A G nyelvtan kvazi Greibach-normaélformaju, ha szabélyai A — aq alakiak, ahol ¢ € (T'U
N)*,aecT,és A€ N.

Tétel:



Automatak és formalis nyelvek 24

TetszOleges L € L2 nyelvtan esetén létezik olyan G Greibach-normalformaji nyelvtan, melyre

L(G) = L.

Bizonyitas:

Elegendé bizonyitani, hogy tetszbleges G € Gyjio nyelvtan esetén létezik olyan G’ Greibach-
normalforméji nyelvtan, melyre L(G') = L(G). Egy G € Giits Greibach-normalformajd nyelv-
tanna alakitasanak 1épései:

a) e-mentesités,
linedrislanc-mentesités,
redukcid,

)

d) rendezetté alakitds,
) kvdzi Greibach-normélformajiiva alakitds, és
)

Greibach-normalformajuva alakitds.

Az elsé harom pont az eddig targyalt mddszerekkel végezhetSk el, a d) és e) 1épéseket a
kovetkezkben adjuk meg. Az f) 1épés alterminalisok bevezetésével egyszerlien megtehetd.

A

Megjegyzés: Ha egy e-mentes nyelvtan rendezett, akkor biztosan nem balrekurziv. (Ugyanis

mindig nénie kell az indexnek, tehat a Greibach-nyelvtanokat a rendezetté alakitas teszi balre-

kurzivmentessé.)

6.2. Elemi transzformaciok

A tipusi transzformécié:

Legyen G 2-es tipusd nyelvtan. Tegyiik fel, hogy
s:A—> a;Bay € P, és

Ekkor ez az eljaras az s szabalyt a kovetkezOkkel helyettesiti:

A— arfray | arfaas | ... | a1fgas.

A tobbi szabalyt valtozatlanul hagyjuk. Nyilvdn tovdbbra is fenndll az igy kapott G’ nyelv-
tanra, hogy L(G) = L(G").

Jelolése: Atrans(s, k), ami az s szabaly k-adik nyelvtani jelére végzi el a transzformacidt.
Ha nincs k-adik nyelvtani jel, akkor nem csindl semmit (ezt SKIP jeloli).

Megjegyzés: Ha G z-mentes, linearislanc-mentes és zsdkutcamentes volt, akkor G’ is az

lesz.
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B tipusii transzformadcié:

Legyen G 2-es tipusi nyelvtan. Tegyuk fel, hogy az A € N nyelvtani jele balrekurziv,

azaz legyen az Osszes szabaly A-ra:
A—)Aa1 |ACYQ | ...|Aozk |[)’1 |ﬂ2 | ...|[))l,
ahol minden i-re §; elsd jele nem A.

Hogyan néz ki egy ilyen szabdly alkalmazasa? Az A nyelvtani jelbdl a kovetkezd alaku

szavak vezethetSk le (mint kozbiilsd eredmény):

{ﬁla"'aﬁl}{ala"'aak}*'

U_] nyelvtani jelet vezetiink be: Z. Az 1j szabalyok legyenek:

A—)[))] ||ﬂl|ﬂ1Z||ﬂlz,
Zﬁa1Z|...|akZ|a1|...|ak.

Ezaltal megsziint a balrekurzid, jobbrekurzid lett beléle. Nyilvan itt is teljesul az igy kapott

G’ nyelvtanra, hogy L(G) = L(G").

Jelolés: Btrans(A, Z), ahol ha az A € N nyelvtani jel nem balrekurziv, akkor maga az
eljaras egy SKIP.

6.3. Rendezetté alakitas

Tegyik fel, hogy a G nyelvtan rendezetlen, és a Greibach-normalformaji nyelvtanna alakitas
eddigi fazisai megvoltak. Valamint szamozzuk meg az eredeti G nyelvtan jeleit: N = {A;,..., A},

ahol legyen A1 a kezd&szimbdlum. Legyen az algoritmus el6-, illetve utdfeltétele:
Q@ : G nyelvtan e-mentes, linearislanc-mentes és zsakutcamentes,

R:QANie[l,n]:(s: A — Aja e P= i< j)).

Ezt nyilvan egy ciklussal oldjuk meg, melynek i-edik fazisdban a kovetkez6 invarians teljesul:

P:QAie[L,bJA(Vee[l,d]:(s: Ay — Aja € P=> k < j)).

Ez mar ¢ = l-re teljesul, mert A;-re, a kezddszimbdlumra nem létezik rossz szabaly. Az

algoritmus struktogramja:
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1:=0
1< n
1i=14+1

3s: A — AjaeP)Aj<i
‘ Atrans(s, 1)
Btrans(A;, Z;)

Mar csak egy dologra kell vigyaznunk. Az 1jonnan bevezetett 7; nyelvtani jelekre még el-
lenérizni kéne, hogy teljestl-e a rendezettség. De ezt egy egyszerli médon biztosithatjuk.

Szamozzuk meg a nyelvtani jeleket a kovetkezd sorrend szerint:
Zn,Zn_],...,Z1,A1,A2,...,An.

fgy mar rendezett lesz az 1j G’ nyelvtan.

6.4. Kvazi Greibach-normalforméajiva alakitas

Legyen a GG nyelvtan kvazi Greibach. Vezessiik be az lh(a) jelolést az a sz6 legelsé jelére, azaz

lh(a) € NUT. (Az lh az angol lefthead sz6 roviditése.)

Legyen az algoritmus el6-, illetve utdfeltétele:
Q@ : G e-mentes, linearislanc-mentes, zsdkutcamentes és rendezett,

R:QAYie[l,n]:(s: Ay — a € P=>lh(a) € N).

Nyilvan ezt ismét ciklussal oldjuk meg, melynek invaridnsa:
P:QAie[l,n]AVk€[i,n]:(s: Ay — a € P=1h(a) & N).

Az algoritmus struktogramja:

1:=n
1> 1
1i=1—1

ds: A — a € PAlh(a) € N
Atrans(s, 1)

7. Zartsagi tételek
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Legyen ® n-valtozds nyelvi operator. Ekkor az Ly, ..., L, nyelvek esetén ®(Lq,..., L,) is egy

nyelv.

Definicié:

Az L nyelvesalad zart a @ nyelvi operatorra, ha Ly,..., L, € L esetén ®(L1,...,L,) € L.

Tétel:

Az £; (i =0,1,2,3) nyelvosztalyok zartak az unid, konkatendcié és a lezards miiveletekre.

Bizonyitas:
Elég bizonyitani, hogy ha G1, G € Gy, akkor 1éteznek olyan Gy, Gyonk, G* € Gyii; nyelvta-
nok, melyekre
L(Gy) = L(G1) U L(G2),
L(Gxonk) = L(G1) L(G2),
L(G") = (L(G1))*
Legyenek Gy = <T1,N1,7)1,51> és G5 = <T2,N2,7)2,5'2>. Feltehetd, hogy N3 N Ny = (. (Ha

nem, akkor csupdn atnevezziik.) Tovabba feltehetd, hogy ¢ = 0, 1, 2-re terminélis jel csak A — u

szabalyokban fordul eld. Alapkonstrukeid:
Gy :=(T1UTy, NyUN, U{S}, PLUP, U{S — 51 | 52}, 5),
Gronk = (T1 UTy, NyU Ny U{S}, PLUP, U{S — S$15:},5),
G* = (1, Ny U{S},PLU{S — ¢ | 515}, 5).

Nyilvan a fenti nyelvekre a nyelvtanok definicigja alapjan a ,,D” tartalmazas fennall. Bi-
zonyitani kell, hogy a ,C” irdnyi tartalmazas is teljesill, és hogy a fent definidlt nyelvta-

nok i-tipusu nyelvtanok.

1) Unié:

Bizonyitani kell, hogy S—)u = 5 —>u \% Sz—m Ez nyilvdn teljesiil, hiszen kezdésként
csak két szabdly koziil alkalmazhatunk egyet azaz S —) Sy vagy S — Sy valamelyikét.

Tegyuk fol, hogy az S — 51 szabalyt alkalmaztuk. Ekkor nyilvan Sy E)u, mert a levezetés
soran csak Ni-beli nyelvtani jelek keriilnek be, és N; N Ny = 0 miatt csak Pi-beli szabalyok
alkalmazhatdk. Ugyanez az S — Sy szabdlyra is igaz. Tehat unidra a ,,C” irdny is teljestl.

Kérdés, hogy megmarad-e a tipus? Egyetlen probléma e levezetésénél van. Vilagos, hogy

1 = 0,2, 3-ra mindenképp teljesiil. 7 = 1 esetnél az alapkonstrukcién mddositani kell:

¢ € L(G1) U L(G2) = nincs médositas,

27
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EEL(Gl)UL(GQ)ﬂfPU I:P]\{S] —)E}Upz\{SQ —)E}U{S—)S] |Sz |5}

2) Konkatendcié:

A, C” irdnyi tartalmazas bizonyitasdhoz be kell 1atni, hogy S — u esetén létezik az u szénak
konk

olyan u = vw felbontasa, amelyre Sy Giw, és SQGL)’LU teljesul.
1 2

Tekintstink egy tetszOleges u € L(Gxonk) szét. Erre létezik levezetés Guonk-ban, azaz S .

konk
Mivel Ny N Ny = ), {gy nyilvan ez a levezetés elvégezhetd a kdvetkezd médon is:

S —3 5155 =5 vSs 5 v,

Gronk Gronk Gronk

ahol S1-bél P1-beli szabalyokkal vezettik le a v s26t, Sa-bél pedig a Pa-beli szabilyokat alkalmaztuk

. * . .
w levezetésére. Ezekre tudjuk, hogy vw = u, mert az S — u levezetést részleteztuk. Viszont ekkor
konk

nyilvan 1étezik u és w szavaknak levezetése az eredeti GG1,Ga nyelvtanokban, tehat S1—w és
G

Sgé)w. Ez viszont pontosan azt jelenti, hogy L(Gxonk) € L(G1)L(G2), mert u = vw € L(Gkonk),
és ez megfelel a konkatenacid definicigjanak.

Tovabbi kérdés, hogy ugyanaz lesz-e az igy kapott nyelvtan tipusa?

Vildgos, hogy az ¢ = 0,2 esetekben biztosan, hiszen ezekben az esetekben a kiterjesztés de-
finicigja értelmében nincs megkotés a szabalyok jobb oldalan &llé nyelvtani jelek maximalis
szamara. Viszont ¢ = 3 esetén csak az A — u és az A — uB(u € T*) alaki szabélyok van-
nak megengedve, viszont az S — 5153 szabdly mar nem, tehat szimulalnunk kell. Tegyuk fel,
hogy az A — a € Py szaballyal fejezédik be a G1-beli levezetés. Ekkor ettdl az a jeltdl kell foly-

tatnunk a mésodik (Gs-beli) levezetést a kovetkezd szabéllyal:
A— aSQ.

Innen mar valtozatlan a levezetés, mint Ga-ben. Jeloljik ezt a transzformdcidt (P, Sa)-vel. fgy

a moédositott nyelvtan:
Gronk = <T] U Ty, Ny U Ny, ¥(Py,Ss) UPs, S >

Ekkor mér ¢ = 3-ra is megtartja a tipusat.

Az i = 1 esetben ismét az e-levezetéses szabdlyokkal van probléma. Ttt négy eset lehetséges.
Ha ugyanis se a (G1 nyelvtanban, se a G2 nyelvtanban nem lehet é-ra vezetni, akkor nincs probléma,
az eredeti konstrukcid is 1-es tipusi lesz. Ha viszont vagy a 1, vagy a G5 nyelvtanban levezethetd

g, akkor nyilvan valtoztatnunk kell Gyonk szabdalyrendszerének definicigjan az alabbi mdédon:

(771 UPyU {S —> € | 5152}) \ {51 — 6}, ha e € L(G1),E ¢ L(GQ),
Pronk := 3 (P1UP,U{S — ¢ | S182}1)\ {S2 — €}, ha e & L(G1),¢ € L(G2),
('P1 UPs U {S —> € | 5152}) \ {51 —&,8 — 6}, hae € L(G1),6 € L(GQ).
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fgy Glronk mar nyilvan l-es tipusu lesz.

3) Lezdrds:
Bizonyitani kell, hogy S——u esetén létezik olyan k konstans, hogy u = wujus...ug, ahol
o
minden i-re Sp GL)W

Ha G 2-es tipusi nyelvtan, akkor a konstrukciénk miatt a levezetés a kovetkezéképpen néz ki:
S—)Sgl) .. .Sgk)SL)alaz .. .ak%ul LU = U
G* G* G*

Nyilvan a;-k levezethetok S1-bol. Ugyanis egy korabbi dllitas alapjan a kornyezetfuggetlen nyelvta-
nok esetén u felbonthatd u = uy ... uy alakra, melyre Sy ?)ui. Tehat i = 2-re belattuk az allitast.

Ugyanakkor az i = 0,1, 3 esetekben ugyanez mar nem mondhaté el, az eredeti konstrukcion
valtoztatni kell. Miért nem lesz jo az eldbbi levezetés? Mert a levezetés sordn a hatdrokon levd
jelekre is alkalmazhatnank szabalyokat. Ugyanis tegyiik fel, hogy a levezetés soran a kovetkezd

sz0t kapjuk:
S%)ozS] BS17.

Vildgos, hogy mivel i # 2, ezért ezek nem kornyezetfuggetlen nyelvtanok, s igy akar olyan szabdly
is alkalmazhaté lenne, mely a és § néhany jelét is felhasznalnd, ami viszont nyilvan az eredeti
nyelvtanban még csak fol se merult.

Ezért mddositsuk az eredeti konstrukecidt a kovetkezé mdédon:
P =PU{S — e | SiSIU{tS —tS|vteTr}.

Itt természetesen elegendd a terminalis jelekre megadni a szabalyokat, hiszen a tétel elején feltettiik,
hogy terminalis jel ¢ = 0,1, 2 esetén csak az A — u szabdlyokban fordul el6.

Ekkor mar i = 0, 1, 3 esetén is benne lesz az eredeti nyelv lezartja az altalunk definialt nyelvtan
generalt nyelvében.

A

Definicié:
Az el&bbi tétel alapjan az 1inid, konkatenacid és a lezaras miiveleteket regularis miiveleteknek

nevezzuk.

Definicio:
Legyen G = <T, N, P, S> € Gi. Ekkor u € T™ esetén legyen K a legfeljebb I(u) hosszisagu
szavak szdma. Jelolésben: K = K(G,u) = |(TU N)Sl(“)|.

Allitas:
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Minden G € Gy;q nyelvtan barmely u € L(G) szavanak van legfeljebb K (G, u) hosszi leve-

zetése.

Bizonyit4s:

Két esetet kulonboztetink meg.

u=¢c:
Ekkor K(G,¢) = 1, mert csak egy nulla hosszi szé 1étezik, és ez illeszkedik az egyetlen

S — ¢ levezetés 1 hosszdhoz.

uZe:

Ha u € L(G), akkor létezik S = ao?al? . ?as = u levezetés. Ekkor
természetesen van olyan S = ﬁg? . .?)/33/ levezetés is, ahol mindegyik §; kilonbozo. Ugya-
nis, ha i < j esetén a; = a;, akkor az i és j kozotti levezetéseket egyszeriien elhagy-
juk. Tehat s' < s.

De a hosszisag nem csokkentése miatt I[(Gg) < {(51) < ... < I(Bsr) = I(u). Ebbdl pedig
mar kovetkezik, hogy Bo,31,...,8s € (T U N)Sl(u), és mivel ezek mind kulonboz8k, ezért
biztosan igaz, hogy s’ < |(T U N)Sl(u)| = K(G,u).

A

8. Algoritmussal definialt nyelvek

Legyen LRrekpel @ rekurzivan felsorolhatd nyelvek osztdlya, Lparcrex @ parcidlisan rekurziv

nyelvek osztdlya, Lrek pedig a rekurziv nyelvek osztalya.

Tétel:

Lo C LRekFel > Lo C LparcRek L1 C LRek -

Bizonyitas:

Megfelels algoritmusok konstrukcidjaval bizonyitjuk. Legyen G = <T, N, P, S> tetszdleges 0-
as tipusu nyelvtan. Konstrualjuk meg a G-beli S-bél kiinduld osszes levezetés ¢ fajat.

A i fa definicidja: pontjai (TUN)* elemeivel, élei N'x A elemeivel vannak cimkézve, valamint
gyokere S.

A fa megkonstrudldsa: egy a pontbdl kiinduld, # végponti és (i, j)-vel cimkézett él akkor és
csak akkor lesz eleme a t fanak, ha a?)ﬁ, a levezetés soran G-nek a j-edik szabalyat hasznaljuk és
a helyettesités elsé jele a-nak az i-edik pozicidjan van. Tehat elézéleg szamozzuk meg a szabalyokat.

Nyilvan ez a fa (G Osszes levezetését tartalmazni fogja.  Példaul legyen a G nyelv-
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tan szabalyrendszere a kovetkezo:
1) S—SS,

2) S— aSh,

3)S—e.

Ekkor ennek a levezetésfaja a kovetkezOképpen néz ki:

Kérdés, hogy mikor vezethetd le egy adott u szé. Nyilvan akkor, ha a tg fdnak van olyan
pontja, ami u-val van cimkézve (cimke(c) = u) Tehat a felsoroldshoz csak szintfolytonosan kell
bejarnunk a fat. Ekkor minden pontot érinteni fogunk, mivel minden pontnak csak véges szamu
leagazasa lehet.

Tehat a felsorold algoritmus csiicsfeldolgozd eljarasa:

cimke(c) € T* kulonben
kiir(cimke(c)) SKIP

Parcialis eldonto algoritmus csucsfeldolgozo eljarasa, ahol u az input szd:

cimke(c) = u kulonben

Exit(+4, bejdras) SKIP

Eldénté algoritmus csicsfeldolgozé eljardsa, ha G € Gyitq, azaz hosszusagot nem csokkentd (ekkor
az el6z6 fejezet utolsd tétele szerint ha u szd levezethetd, akkor legfeljebb a K (G, u) szintig meg

kell talalni):

szintszdm(c) < K (G, u)

szintszam(c) > K (G, u) A cimke(e) = u kiilonben

Exit(—, bejdrds) Exit(+, bejdrds) SKIP

Tehéat minden esetben taldltunk algoritmust. Az utolsé két eljaras esetén az ,, Exit(4, bejards)”

és az ,Exit(—, bejards)” az jelentik, hogy a fabejardst befejezziik, és pozitlv, illetve negat!v vélaszt

adunk vissza. A fa bejarasa pedig a szokdsos szintfolytonos fabejaras algoritmusa.

31
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Ha a Church-tézist elfogadjuk, akkor Lo=LparcRek =LRekFel -

9. Matematikai gépekkel jellemezheto nyelvek

Definicié:

n-verem alatt a kovetkezo 2n + 5-ost értjuk:
V={(AT%,...,5: ,0,a0,0% ,...,08 | F),

ahol
A az éllapotok halmaza (ez legyen véges halmaz),
T egy abécé,
Y.; az i-edik verem abécéje,
d az allapotatmeneti fliggvény,
ag € A kezdéallapot,
ol a vermek kezd8szimbdlumai,
F C A a végillapotok halmaza.
Ekkor 6 : A x (TU{e}) x X1 x...xE, — QAXTIX.. XX (nemdeterminisztikus modell).
Legyen adott V automata, aminek abécéjére vezessiik be a T'(V) jelolést.
Definicié:
Konfiguraciénak nevezziik azoknak az adatoknak az osszességét, amiktdl a gép elkovetkezendé
miikodése fugg.
Nyilvan ez mar az eddig elolvasottaktdl nem fugg, ezért a kovetkezd n + 2-est nevezzik kon-
figuracidnak:

[a,u,aq, ..., ay],

ahol:
a az aktualis allapot,
u az input sz6 (elolvasatlan),

a; az i-edik verem tartalma.
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Definicié:

Kozvetlen konfigurdciéatmenetrdl beszélunk, ha V egy lépésben eljut a megadott konfi-

gurdcioba, azaz [a,u, a1, ..., q,) —A—| [b,v,51,...,0B,] akkor és csak akkor, ha van olyan ¢t €
T U {e}, hogy u = tv, és minden i € [I,n] esetén van olyan o; € ¥; és v;,7; € of, ame-
lyekre a; = 03793, Bi = 7iys, valamint (b, 7,...,7) € d(a,t,01,...,00).

Definicié:

A kozvetett konfiguracidatmenet a kozvetlen atmenet reflexiv, tranzitiv lezdrtja. Jelolése:
*

—
v

Definicié:

Az u széhoz tartozé kezdSkonfiguracié: [ag,u, 0} ,..., 08 ].

Definicié:

Egy konfiguracié terminalé konfiguracid, ha nincs rakovetkezdje.

Definicié:

Elfogadé egy [f, ¢, P, ..., Bn] konfiguracid, ha f € F.

A V n-verem elfogadja az u szdt, ha létezik atmenet az u széhoz tartozé kezdSkonfiguraciobdl

elfogadott konfiguraciéba. A V éltal elfogadott nyelv:

L(V):{u eT* | l[ag,u, 08 ,...,00 ] %}_' [f,e, 031, .., 8] valamely f € F—re}.

Definicié:
Egy adott V n-verem determinisztikus, ha minden konfiguraciéban legfeljebb egy darab rako-
vetkezGje van. Ez két feltétel teljesiilése esetén all fenn:
1) Minden (a,t,01,...,0,) € Ds esetén | d(a,t,o1,...,00) |§ 1.
2) d(a,e,01,...,0n) # 0 esetén minden ¢ € T-re | da,t,o1,...,00) |: 0.
A masodik feltétel szerint e-os miikodésnél nem lehet valddi mikodése.

Jelolések:
Lpy jelentse az n-vermek &ltal elfogadott nyelvek osztédlyat,

Lpny Jelentse a determinisztikus n-vermek altal elfogadott nyelvek osztalyat.
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10. O-vermek

Milyen egy 0-verem? Altalaban allapotdtmeneti diagrammal abrazoljuk, melynek pontjai
allapotokkal vannak cimkézve, élei pedig T'U {¢}-beli elemekkel. Ez igy egy iranyitott graf, ahol
egy adott a € A-val cimkézett pontbdl a b € B pontba pontosan akkor vezet egy ¢ € T-vel cimkézett
él, ha b € §(a,t).
0-vermek osztalyozasa:

— Nincs megkotés (véges, e-dtmenetes, nemdeterminisztikus automata), elfogadott nyelvét jelolje

LeNDA

— e-atmenet megtiltdsa (véges, nemdeterminisztikus automata), jelolés: Lnpa

— Nemdeterminisztikussag és e-dtmenet megtiltdasa (véges, parcidlisan determinisztikus automa-
ta), jelolés: Lppa

— Nemdeterminisztikussag és e-atmenet megtiltdsa, azaz barmely a € A és t € T esetén
§(a,t) |: 1, és | d(a,e) |: 0 (véges, determinisztikus automata), jelolés: Ly

Ezen osztalyozas alapjan nyilvanvald, hogy Loy = Lenpa 2 LnDA 2 Lppa 2 L£Da
Allitas:
*
A 7\2_| relacid fiiggetlen a sz4 elolvasatlan részétdl.
Bizonyit4s:
*
Tegylik fel, hogy [a, uw, aq, ..., ay] _v_| [b,w, B, ..., 3] Ez pontosan azt jelenti, hogy w-nek

*
nincs szerepe az automata miikodésében, azaz [a, u, aq, ..., a,) _v_| [b,e,B1,...,5.] Ennek teljes

indukcioval vald belatasat az olvasora bizzuk.
A
Allitas:
* *
A konfiguraciéadtmenetek folytathatdk, azaz [a, u, aq, . .., a,) _v_| [b,e,B1,...,Bu]és[b,v,B1,...,05] _v_| [e,e, 91, )"
*
esetén [a,uv, aq,...,an] _v_| [e,e,71y -y Yn]-
Bizonyitds:

Tegyuk fel, hogy
*
[a,u,a1,...,an] jﬂ[b,e,ﬂl, ooy Pl és
*
[bavaﬁla . a/Bn] _V_{ [6,6,71, s a7n]
. * * . ..
Ekkor az el6z6 allitds szerint [a, uv, a1, ..., ay,] —V—i [e,v,v1,...,7], és a _v_| relacié tranziti-

vitasabdl adodik az dllitas.

A
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Tétel:
L:OV = ,C'g
Bizonyitas:

A kétiranyu tartalmazast latjuk be.

”» 2” :
Minden 3-as tipust nyelvhez l1étezik 3-as normalformdji nyelvtan, igy tehat elég belatni, hogy
tetszdleges, 3-as normalforméaban adott nyelvtanhoz létezik V 0-verem, hogy L(V) = L(G).
Legyen G = <T, N, P, S>. Ennek a nyelvtannak a szabdlyai legyenek a kovetkezd alakiak:

A—1tB
A— ¢, ahol ABENéteT.
Legyen az s levezetés a kovetkezd:
A= Bn?)t131?)t1t232?> e ?)tth c ~thk- (Bk = C)

A kérdés az, hogyan tudjuk ezt automataval szimulalni? A ¢; jel generalasanak feleljen meg a
t; jel olvasasa. Eredmény: B;-k lesznek a nyelvtani jelek. Ha A — ¢ szabalyt alkalmazunk, akkor

A legyen végallapot. Ekkor a kovetkezd konfiguraciéatmeneteket varjuk:
[Bg,t1 .. .tk] _A_| [Bl,tQ .. .tk] _A_| N _A_| [Bk,é?].
Konstrukecié: Legyen V = <N, T7,4,8, F>, ahol
Ced(B,t) < B—tCecP,aholteT,és
BeF < B-—cecP.

Konnyen belathaté az u szd hosszara vonatkozd indukcié alapjan, hogy

A, 4] —;4 [B,e] <= A-Swub.

*
Ekkor mar valéban L(V) = L(G), ugyanis u € L(V) <= 3B € F : ([S, u] _v_| [B,¢]) <= 3B :
(B?e,S%mB) = S%)u < u € L(G).

Milyen az igy kapott automata? Kz egy e-atmenet nélkuli automata, igy most egy kicsit

tobbet lattunk be, azaz L3 C Lnpa -

,C:

Itt elég beldtni, hogy tetszéleges O-veremhez létezik olyan G € Gy, hogy L(G) = L(V).
Tulajdonképpen ugyanazt csindljuk, mint az ellenkezo irdny esetén.

Legyen V = <A,T, d, ao,F>, és legyen G = <T,A,77, a0> a hozza konstrualandé nyelvtan.
Milyenek legyenek P szabalyai?
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a—theP < bed(a,t), ahol t € T U {e},
f—eeP & fekF.

Ez kiterjesztett 3-as nyelvtan lesz, mert ¢ lehet ¢ is, ugyanis V-ben nem volt megtiltva az e-
atmenet. Ekkor a levezetés hossza szerinti indukcidval beldathatd, hogy
*

a—sub < [a,u] —[b,e].
G v

Ebbdl mar kovetkezik, hogy L(G) = L(V).

10.1. Determinisztikus O-vermek (ﬁDOV )

Tétel:

Lpov = Loy .

Bizonyitas:
Eddig mar belattuk, hogy Loy = L3 C Lnpa - Masrészt a definiciébdl tudjuk, hogy Lpa C
Lpoy C Loy . Tehat elég bebizonyitani, hogy Lnpa € Lpa -

Determinisztikussi tétel algoritmusa.
Be kell 14tni, hogy tetsz6leges A véges, nemdeterminisztikus automatdhoz van olyan A’ véges,
determinisztikus automata, amelyre az elfogadott nyelvek azonosak, azaz L(A) = L(A').
Tekintsink egy A-beli dtmenetet. Legyen a egy csics, és egy adott ¢ € T jel hatdsara az
osszes atmenet cq,...,c,. Ezek mind parhuzamos miikodéstiek. Vegyuk egy allapotnak ezek-
nek az Osszevont halmazdt, igy mar csak egy darab &dllapotatmenet lesz a ¢ jel hatdsara.
Tehat az 1j, determinisztikus automata allapothalmaza 24, ahol A a nemdeterminisztikus au-

tomata allapothalmaza.

(»)

t t % t

© .. @

10.1. Abra: Nemdeterminisztikus dtmenetek dtalakitdsa

Tegyiik fol, hogy A= <A,T, d, ag, F>, és legyen A’ = <2A,T, &, {ag},}'>. Definidljuk ¢’-t a
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kovetkezd modon:

§'({br, ... b}, 1) = U 3(bi 1),

BeF < BNF#0.

Allitas:

[B,u] —[C, e] akkor és csak akkor teljesiil, ha egyrészt minden b € B és a € A esetén
A7
[b, u] —A—| [a, €], akkor @ € C', mdsrészt ha minden ¢ € C-re van olyan b € B, amelyre [b, u] —A—| [¢,€].

Bizonyit4s:

Teljes indukcidval.

Ez az automata ugyanazt tudja, mint az eredeti, hiszen: u € L(A') <= 3B € F :
({ao},u] —d[B,e]) <= 3IB : (BNF # B AYb € B : [ag,u] —A-|[b,5]) <— b € F :
A :

a0, u] —ADh.e] = u € L(A).
Ezért tényleg L(A') = L(A), és A’ egy véges, determinisztikus automata. Gyakorlatban
altalaban ennek csak az Osszefliggd részét konstrualjak meg.
A
Kovetkezmény:

L3= Loy =Lenpa =LNpa =Lppa = Lpov .

10.2. A 3. tipusu nyelvek néhany tulajdonsaga

Kis Bar-Hillel lemma:

Minden L € L3 nyelvre van olyan n = n(L) € N nyelvfiiggd konstans, hogy minden u € L
sz6 esetén ha v = aju’as (l(u') > n), akkor van u'-nek olyan v részszava (u' = Bi1vf32), hogy
0 < I(v) < n, és minden i > 0 esetén a;f1v'Baas € L. Tehdt L minden szavanak elég hosszi

részszavaban létezik elég rovid, nemires beiterdlhatd részszo.

Bizonyitas:

Tudjuk, hogy minden L € L3 esetén van A véges, determinisztikus automata, melyre L(A) =
L. Legyen A = <A, T, 4, ag, F>, ésn = |A| (: n(L)) Vizsgaljunk meg egy megfeleld tulajdonsa-
gu szét, azaz legyen u € L(A),u = aju'as, ésl(u') > n = |A|

Tegyuk fel, hogy v’ = t1ta...tm, és m > n. Az automatdban a kovetkezd konfiguracidatmenetek

kellenek az elfogadashoz:

*
[(10, (11t1t2 . .tmOtQ] j" [Co,tth . .tmOtQ] j" [(31,12 . .tm()zg] j" N
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*

_A_|[cmaa2] _A_|[f’6] (fEF)

Tekintsiik a (eg,c1,...,¢p) sorozatot. Ez m+ 1 > n+ 1 elemfi. A skatulyaelv alapjan biztosan
1éteznek k,j (k # j) szamok, melyekre 0 < j < k < n és ¢; = ¢, ugyanis n = |A| Ekkor
viszont foltehetd, hogy j és k kozott mdr nincs ilyen par (mert akkor azt vélasztottuk volna j, k-
nak).

u' sz6 felbontasa legyen By :=t1...¢;,v :=tj41...tk, és B2 = try1 ...t Tudunk adni j, k
vélasztdsa miatt v hosszdra egy becslést: 0 < {(v) < n.

Tovabba az is igaz, hogy

[co, B1] *:4 [cj, e,

*

[ej, o] —Alew, €] = lej, el

[k, B2) —Alem, ).

De ezekbdl mar nyilvan kovetkezik, hogy

*

[cja vi] T;' [Cja 6]'
Tehat osszegezve az eddigieket:
[ao, 011/7’1Uiﬁ2012] j" [co, ﬂ1viﬂ2a2] :" e, Uiﬁ2012] j" [cj, Bacro] j" [f €]
és ebb8l mar kovetkezik az allitas, hogy aqB1v! faas € L(A) = L.
A

Most nézzink egy példat a Kis Bar-Hillel lemma alkalmazasdra. Jelolje HE a he-

lyes zardjelezések halmazat. Erre fogalmazzuk meg a kovetkez6 allitast:

Allitas:
HE ¢ Ls.

Bizonyit4s:

Indirekt médon. Tegyuk fel, hogy HE € L3. A Kis Bar-Hillel lemma alapjan ekkor létezik n =
n(L). Vegylik a kovetkez6 szét: u := ("), és legyen u’ = (". Ekkor I(u') > n, igy alkalmazhatjuk
a Kis Bar-Hillel lemmat.

Ekkor u’-ben létezik v nemiires, beiteralhaté szé. Legyen v := (¢, ahol d > 0. Kérdés az,
hogy ekkor (”_d(di)” eleme lesz-e a H F/ halmaznak. Ez viszont nem igaz, mert csak i = 1 esetén

teljesil, ami 1gy nyilvan ellentmondast ad. A

Kovetkezmény:
A programozasi nyelvek szintaxisai nem irhatdk le tisztdn 3-as tipusu nyelvtannal. Viszont

a tokenek, azonositdk lefrasdra mar haszndlhatd automata, a forditéprogramokban ez a lexikalis
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elemz6 (scanner).

Véges, determinisztikus automata esetén kiterjeszthetjiik a § fliggvényt nemesak egy jelbél 4116
*

u szora, hiszen minden a € A és u € T™ esetén 1étezik pontosan egy b € A, amelyre [a, u] —A—| [b, €].

Definicio:
. o
A kiterjesztett ¢ fliggvény legyen d(a, u) := b, amelyre tehét [a, u] —A—| [0(a,u),€].
Ezt kihaszndlva nyilvanvald osszefuggések az alabbiak:

d(a,e) = a,
S(a, uv) = 3(5(11, u),v),
[a,1] — [0(a,t),¢], ac AésteT.
A konfiguraciédtmenet fogalmat felhaszndlva &(a,t) = §(a,t). Tehat a é tényleg valédi kiter-
jesztése & fuggvénynek, igy tehdt a = jel elhagyhatd.
Definicié:

Adott L nyelv p € T*-ra vonatkozé maradéknyelve L, , ahol

Iz
L, :={v |pv €L}

Tulajdonsagai:

(Lp)q = Lpqg
L. =1,

e€l, < pe€l < pcL.

Definicié:

Az A determinisztikus automata a € A dllapotra vonatkozé maradékat jelolje L2. Azaz legyen
LA = {v | d(a,v) € F}.

Tehat az adott a allapotbdl a v input szd hatasdra az automata végéllapotba kertul. Ennek

tulajdonsagai:
(L:ZA)Q = L?(a,q)’
LZ‘LAO = L('A)’
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Myhill—Nerode tétele:
L € L3 akkor és csak akkor, ha |{Lp}pET*

< 00, ahol T'=T(L) az L nyelv abécéje.
Bizonyitas:

<"
Konstrudlunk egy véges, determinisztikus automatat, melynek az allapothalmaza {L,},e7+.
Ez a feltétel szerint véges halmaz. Ekkor L, azt az allapotot jeloli, ahova a kezdéallapotbél p input
elolvasasa utdan jutunk.
Legyen AL = ({L}per+, 1,0, L, F), ahol F:= {L, | ¢ € L, }, és §(Lp,t) := Ly. Ekkor AL
tulajdonsagai:
1) 6 jol definialt, azaz L, = Lq esetén §(L,,t) = d(Lg,1).
— Ugyanis L, = Ly = (Lp)t = (Lg)t = Lpt = Lgg = 6(Lp,t) = d(Lg,1).
2) Minden u € T* esetén 6(L,,u) = Lpy.
— A J definicigja segitségével az u szd hosszdra vonatkozd indukcidval belathato.
3y L,e F < pelL.
Mar csak azt kell belatni, hogy L(Af) = L. Ez pedig konnyen igazolhatd, hiszen u €
LAY < 6(L.,u)€F < Lai=L,€F < ucl.

» :>77

Legyen L € L3. Tudjuk, hogy létezik olyan A = <A,T, J, aO,F> véges, determinisztikus
automata, amelyik az L nyelvet fogadja el, azaz L = L(A). Ekkor biztos, hogy |[{L# }acal < |4]| <
oo, mert A véges és determinisztikus. Vegytik tetszdleges u € T™*-ra az L, maradéknyelvet. Ekkor

L, = (Lﬁo)u = [’;54(% ) fgy nyilvan fennall, hogy
{Lutuers C {Lﬁ}aEAa

amivel a tételt belattuk.

Ekkor AL dllapothalmaza { L, }uer-.
Kovetkezmény:
Az .Ai‘ automata allapotszama kisebb vagy egyenld, mint tetszbleges, az L nyelvhez adott

automata allapotszama.

Definicio:
Az Af automatdt minimadlis automatdnak nevezziik. (L-hez adott minimdlis dllapotszdmu

automata.)
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Megjegyzés: altalaban scanner programokhoz célszerii ezt hasznalni, mert ezaltal jelentosen fel-
gyorsithatd a lexikalis elemzés sebessége. Tehat célunk az, hogy megtalaljuk ezt a minimdlis auto-

matat.

10.3. Minimalis automata megkeresése

Adott egy L € L3 nyelv, mely egy véges, determinisztikus automatdaval van megadva.
Prébéljuk ebbdl megkonstrudlni a minimdlis automatat, .Af—et. Egyelore allapotszam-csokkento

transzformacidkat adunk.

1)Osszefiiggdvé alakitas:

Nyilvan ki lehet hagyni az automata altal nem hasznalt allapotokat.

Definicié:

Egy A automata Osszefliggd, ha minden a € A esetén 1étezik olyan u € T™ sz6, hogy d(ag, u) =

Tehat ha egy automata nem osszefuggd, elhagyhatjuk a kezd&allapotbdl nem elérhetd
allapotokat, hiszen ezeknek amigy sincs szerepiik a nyelv kialakitasdban. Tehat az osszefiiggd au-

tomata allapothalmaza:
Agssn = {a eA | JueT™: (5(a0,u) = a},
Konstrukcio:

HO = {110},
Hi+1 = HZU{CZ | e H;NFIHeT: 5(b,t) = (1},
A H; halmazok itt is csak boviilhetnek, ezért az A allapothalmaz végessége miatt egy 7o indextdl

kezd8dben végig megegyeznek, és ekkor Ages, = Hi,. Legyen Ages, = <Aassz,T,(5 |A-- « T
OSSZ
, a0, F N Agggy), erre nyilvén teljesiil, hogy L(Agss,) = L(A).

2) Redukcié:
Legyen A= <A, 7,9, aq, F> Két allapot nem megkiilonboztethetd a nyelvelfogadds szempont-
jabdl, ha ugyanazon szavak hatasara kerulunk bel&luk végallapotba. Célunk az, hogy ezeket az

allapotokat is elhagyjuk, de ugy, hogy az elfogadott nyelv ne valtozzon meg.

Definicié:
Legyenek a,b € A allapotok. a és b ekvivalensek, ha L7 = L. Jelolése: a ~ b.

Tulajdonsagai:
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— ekvivalenciarelacid,

— kongruenciarelacid is.

Definicié:

Egy p: A x A reldcié jobbkongruencia, ha minden u € T* esetén apb = 6(a, u)pd(b, u).

Allitas:

A ~ reldcié jobbkongruencia.

Bizonyitds:
Ugyanisa~b— LA =L# — VYueT*ra (Lg‘)u = (Lg“)u — YueT*ra Lg“(a W =
LZsA(b W = Yu € T*-ra d(a,u) ~ d(b,u).
A

Definicié:

Az  ~7 relacid két automata allapotaira vonatkozd kiterjesztése:

ay ~ ag, half1 = L#2  ahol

A1, As a két automata, és a; € Ay,as € As.

Definicié:
Legyenek Aq, As két automata aél) és aéQ) kezd&allapotokkal. Ekkor A; ekvivalens As-vel,

azaz

Ay ~ A5, ha a(()l) ~ a(()Q) (Vagyis ha L(A1) = L(.Az)).

Annak érdekében, hogy egyszeriibb automatdhoz jussunk, vegyuk a faktorstrukturat. Ekkor
magat a redukcidt az jelenti, hogy képezzik az A automata ~-ra vonatkozd faktorautomatdjat.

Jelolésben: A/, azaz
A/~ = ({Ca}aca, T8, Cao, F),
ahol
C, az a-val ekvivalens allapotok osztalya, melynek reprezentdnsa a,
F={C, | a€ F},

6'(Cast) = Cs(aye), azaz egy tetszéleges reprezentanssal definidljuk.
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Az .A/N automata tulajdonsdgai:
1) ¢’ j6l definialt. Ez nyilvanvalé, mert jobbkongruencia.
2) 0'(Cq,u) = Cs(au), ahol u € T™.
3) CbeF < beF.

Definicié:
Egy adott A automata redukalt automata, ha minden a,b € A esetén a ~ b <= a = b, azaz

nincsenek kulonbozo ekvivalens allapotai.

Allitds:
Az A/ automata redukalt, és L(A/_) = L(A).

Bizonyit4s:

A/ automata tulajdonsigai alapjén u € L7 <= d(a,u) € F < Cs(au) € F —
3 (Cqyu) € F <= u € Léa/N. Tehat belattuk, hogy a két nyelv azonos, azaz L(A/_) = L(A).
Emiatt a definicid alapjan tetsz8leges a € A dllapotraa ~ C,, amib&l kovetkezik, hogy LA = Lé{".
Ezenkiviil A/N redukalt is, ugyanis ha C, ~ Cy, akkor LA = Lé‘{N = Léb/N = L{ miatt a ~ b, és
emiatt ugyanazt az osztalyt reprezentaljak, azaz Cy = Cb.

A

Megjegyzés:

Ha az automata a redukcid elétt mar osszefuggd volt, akkor a redukcid utan is az lesz. Tehat
ha adott egy A automata, akkor abbdl mar tudunk késziteni egy Osszefliggd, redukalt automatat,
varhatoan kisebb dllapotszammal.

Kérdés, hogy ezzel mennyire kozelitettiik meg a minimalis automatat.

Definicié:
Legyenek A; = <Ai, T, s, a(()i), Fi>, ahol i = 1, 2, véges, determinisztikus automatak. Ekkor .44

és As izomorfak, ha 1étezik ¢ : A1 — Ay kolesonosen egyértelmi raképezés, melyre a kovetkezdk

teljestlnek:
1) ¢(ag”) = af”,
2) ¢(F1) = Fs,

3) &-t megdrzi, azaz minden a; € Ay és mindent € T esetén (/)(51 (al,t)) = J, ((/)((11), t). Koénnyen
beldthatd, hogy ekkor ez minden u € T*-ra is igaz.
Jelolés: A1 = A,.

Tétel:
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Legyenek A; és A, Osszefliggd, redukalt és egymassal ekvivalens automatak. Ekkor A; = As.

Bizonyitas:
Az osszefuggdségbdl adddik a kovetkezd két allitas:
Ai = {0i(a) ,p) | p e T*},
Fi= {85 p) | p € L(A)}
fgy mar konnyt a megfeleltetést megadni:

¢ : 41 (a(()l),p_) — 52(a(()2),p) barmely p € T*-ra.

Most mar csak annak ellen6rzése van hédtra, hogy ez egy bijektiv fiiggvény.

red, 6f Al Aq

1 1 1 1
d1(a$",p) = di(alV), q) §i(af p) ~ &i(al),q) = Litam py = Dsa g
A A ekv A A A A 9
(Lagll))p = (Lagll))q — (Lafn)p = (La;z))q — L522(a5)2)7p) = L(;j(a(()z)ﬂ) — 52(“(() ),p) ~

82(al”,q) <= 82(al”, p) = 62(al”, q).

Tehat ¢ jol definidlt és bijektiv leképezés. Tovabbd meg kell vizsgilni, teljesiilnek-e az 1) —
3) feltételek.

3(a$") = 6(61(af, €)) = b2(af? ) = al?,

¢(F1) = Py, ez Iy, Fy elballitasabdl kovetkezik.

Legyen 51(0(()1),1)) € A tetszbleges.

$(81(61(al), p), 1)) = $(81(al”, pt)) = 82(al?, pt), és

32 (681 (al),p)), 1) = 82(62(al?, p), 1) = da(al?, pt).

Kovetkezmény:

Egy tetszdleges nyelv két automatdjanak osszefuggd, redukalt automatai izomorfak.

10.4. Allapotok ekvivalenciajanak algoritmikus eldontése

Két allapot ekvivalencidjat egyelére nem tudjuk a definicié alapjan eldonteni, ugyanis
a~b &= LA =1L < YuecT*:(§(a,u) € F < §(bu) € F).

Itt T* végtelen, tehdt algoritmikusan ez igy nem megoldhatd. Megprébaljuk approximalni

véges relacidval.
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Definicié:

Legyenek py, ps binaris relacidk. Ekkor p; finomabb, mint ps, ha barmely a,b € A esetén
aprb = apsb.
Jelolése: p1 = po.

Definicié:
Legyen ria, az i-edik ekvivalencia (i > 0) a kovetkez8képpen definidlva:
a’h pontosan akkor, ha minden u € T< esetén (§(a,u) € F <= §(b,u) € F).

Tulajdonsagai:
1) ekvivalenciarelacid,
2) minden a,b € A esetén adt'h = alba (VteT: (5(a,t)ri(5(b,t)),
3) LA <~ Mdég azt is tudjuk, hogy a ~ b <= Vi > 0: a’b. Jeldlje |i,| az &

ekvivalencia ekvivalenciaosztdlyainak a szamat. Ekkor igaz lesz ia—ra, hogy
0 1 2
IMSIM S~ < S~ S A < oo
Ekkor viszont létezik olyan n € N, melyre |~| = |nri] |. Legyen a legkisebb ilyen szam ¢y. Tehdt
. . 1
iy := min{n | %] = |nf‘t [}.

Milyen becslést tudunk adni ig-ra? Az nyilvanvald, hogy 1 < |f(l|, 1o pedig akkor lesz a legnagyobb,
ha az osztalyok szama a lehetd leglassabban no, azaz egyesével. Tehat tegyuk fol, hogy |£| >
1, |£a| >2,..., || > i+ 1, azaz ig + 1 < |A|. Tehat biztos, hogy iy < |A| — 1.
A rekurziv osszefuggés alapjan nyilvan minden j > i esetén L=x ugyanis ehhez azt kell
sy s J Jj+1 J+1 - i+2 . . , J Jj+1 , .
belatni, hogy ha ~ ="~ | akkor "~ ="~ és ez kovetkezik abbdl, hogy ~ = "~ esetén minden a, b-

re Vb = d’LbA (VteT: §(a,t)jrt1 (b,1)) <— alb A (VteT: J(a,t)iaé(b,t)) — JZ.

Tehat az is fennall, hogy minden j > 0-ra iy > A, amibél adédik, hogy < »~. Azaz
kélesénésen finomabbak egymdsnal, ami csak tigy lehetséges, hogy megegyeznek, tehit ~= =~.
I gy mar algoritmikusan is eldonthetd az ekvivalencia.

Kovetkezmény:
_ 141

11. Kleene tétele

Definicié:
Reguldris nyelveknek nevezziik az elemi nyelveket (halmazuk legyen Lrpg). Ekkor
(i) LrEq tartalmazza az elemi nyelveket,
(ii) Lrpqg zért az unid, konkatendcié és a lezdras miiveletekre,

(iii) Lpyq a legsziikebb olyan nyelvosztdly, mely az (i), (ii) feltételeknek megfelel.
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Tétel:

LrEG = L3.

Bizonyitas:
Itt is a kétiranyu tartalmazast kell belatni:
» S
Elég beldatni, hogy L3 rendelkezik az (i), (ii) tulajdonsdgokkal.
(1) Tudunk adni 3-as tipusi szabalyokat az elemi nyelveknek:
— P=A{S —t}, ha L ={t},
— P={S — ¢}, ha L = {e},
— P=0,ha L=0.

(i) kordbban mar lattuk, hogy L3 zért a reguldris miiveletekre.

»
» 2

Tudjuk, hogy L3= Lpa . Elegendd tetszoleges A véges, determinisztikus automata esetén
belatni, hogy L(A) € Lrrg-
Szamozzuk meg az automata allapotait a kovetkezoképpen:
A= <{a1, v ant, 1,0, ay, {aij};:1>.

Vezessiik be a kovetkez6 jelolést, ahol 1 < i,5 <nés k> 0:

*
Lfyj ={ueT” | [ai, u] —A—| [a;, €], és a kozben érintett allapotok indexe nem nagyobb k-
nal }.

A definici6 alapjan vildgos, hogy L7, = L?;’l = ..., hiszen nincs valddi megkotés az érintett

allapotokra. Tehdt ha a végdllapotokra vesszilk az unidt:
L

LA)= U I

Tehét ha minden i, j, k-ra igaz lenne a regularitds (Lﬁj € »CREG), akkor L(A) € Lrpg, mert

Lreq zart az inié miveletére.

Lemma:

Minden i, j, k esetén Lﬁj € LREG-

Bizonyitds:

Teljes indukcidval k-ra vonatkozdan, minden i, j-re parhuzamosan.
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Ekkor nyilvan L?’j ={teT | d(ai,t) = a;} U Ayj, ahol

R {e}, hai=yj,
A”_{@, ha i # j.

Tehat L?j reguldris, mert elemi nyelvek unidja.

k41
Tegyuk fel, hogy k-ig igaz az allitas, tehat Lﬁj regularis barmely 7, j-re. Vizsgdljuk meg
k + l-re. Két eset lehetséges:

k> n:
Ebbél viszont kovetkezik, hogy Lf;’l = ij, tehat Lf;’l is regularis.
k< n:

Legyen u € Lf}'l tetszéleges. Ekkor az automata a; allapotdbdl a; dllapotaba keril az u
sz6 hatdsara gy, hogy a kozbilséleg érintett allapotok sorszama maximum k + 1. Tehat két
eset lehetséges:

a) Nem volt ax41 dllapot. Ekkor nyilvan u € Lf"j is fennall, mely az indukcids feltétel szerint
reguralis nyelv.

b) Volt a4 allapot. Ekkor osszuk ol az u szét gy, hogy ezeknél az apyq1 allapotoknadl
allapitjuk meg a részszavak hatdrat. Tehat:

uj v ) vy Uy
;TN TN TN T NN a1 7T NG

u
Tudjuk, hogy minden kozbiils§ szakaszon az allapotok sorszama legfeljebb k, vagyis
u € L?,k-{-lﬂ va € L§+1,k+17 us € L§+1,j-

Ebbol mar kovetkezik, hogy
k k *rk
U= UuUiv1...0uU9 ELl,k’-}—l(Lk’-l-l,k'-}—l) Lk’-l—l,]"

Tehat azt kaptuk, hogy ijl C Lfyj U Lf,k+1(Lil:+1,k+1)*L£+1,j' Itt a ,D” tartalmazas

mar nyilvanvald, tehdt azonosak.

Tehat a lemma mar kovetkezik mindebbél, ugyanis az indukcids feltétel szerint a jobb oldalon

allé nyelvek regularisak, igy Lf}'] is az.

A
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11.1. Tovabbi zartsagi tételek 3-as tipusi nyelvekre

Tegytik fel, hogy adott egy A = <A,T, d, ao, F> véges, determinisztikus automata. Ez kiter-
jeszthetd tetszéleges TV D T 4dbécére. Bévitsiik ki az allapothalmazt egy d zsakutca allapottal, és
definialjuk erre J-t a kovetkezdképp:

d(a,t') :=d mindent’' € T\ T-re és a € A-ra,
d(d,t") := d minden ¢’ € T'-re.
Tovabbi feltétel, hogy d & F, igy L(A") = L(A).

Tétel:

Az L3 nyelvosztdly zart a komplementer, a metszet, a kulonbség és a szimmetrikus differen-

cia miiveletekre.

Bizonyitas:
Elég belatni egy tetszéleges Lpa automatara.
Komplementer:

Az A véges, determinisztikus automatdhoz konstrudlunk egy olyan A automatat, amelyre

L(A) = L(A). Legyen A = (A, T,58,a0, A\ F), és erre teljesiil az allitas.

Metszet, kiillonbség, szimmetrikus differencia:

Legyen © tetsz6leges miivelet an, \, A miiveletek kozul. Legyenek A; = <AZ-, T, d;, a(()i), FZ>’I

automatdk, i = 1,2, ahol feltettuk, hogy az abécék azonosak, hiszen kiterjeszthetok.

Konstrudlni kell egy A automatdt, melyre fennall, hogy
L(Ag) = L(A1) ©® L(A»).

Legyen Ag = <A1 x Ag, T, 81 X da, (aél), a(()Q)), F®> un. direkt szorzat automata. Ekkor Ag
miikodése egyszerii, mert a kezdddllapotbdl d; x ds szerint haladunk, azaz komponensenként.
Tehét (d; x 52_)((a1,a2),t) = (51 (al,t),ﬁg(ag,t)). Ekkor még a végillapotok halmazat kell
definialni:

Fn = F1 X Fg,
F\ = Fl X (A2 \ Fg),

Fa = (F1 X (AQ\FQ)) U ((A1 \Fl) X FQ).
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12. Algoritmikusan eldonthetdé problémak 3-
as tipusu nyelveken

Egy adott probléma algoritmikusan eldonthetd, ha létezik olyan algoritmus, mely igen

valasszal all le, ha van megoldas, kulonben nem valaszt ad.
Eld6ntési problémék:

I) uw € L, ahol w input sz6, és L € La.
Tegyiik fel, hogy L mint egy véges, determinisztikus automata van megadva. (Ez mar
véges lefrds.) A dontési eljaras:
1) ha u & T(A)*, akkor ,nem” a valasz,
2) hau € T(A)*, akkor u szét az A automata inputjara tessziik, és elinditjuk A-t. Ha az A
automata elfogadja az u szdt, akkor a dontési eljaras is igent valaszol, egyébként nemet.
Itt az automatat nem kell feltétlen ismerni, csak mint ,fekete doboz”-t, ugyanis maga a
dontési eljaras nem hasznélja ki az automata belsé szerkezetét. Tehat orakulumként miikodik,
azaz felteszunk egy kérdést, amire igennel vagy nemmel valaszol.
Viszont legalabb harom informécidt ismerni kell az automatardl:
1) ismerni kell az dbécéjét,
2) az éallapotainak szamat (n(.A)),
3) és lennie kell egy RESET kapcsolénak, amivel alapallapotba tudjuk hozni.

Ezekkel az eldontési feladat mar megoldhatd.

II) L#0?
Egy kézenfekvd (direkt) mdédszer, hogy minden T*-ban szerepld széra alkalmazzuk az
I) eldontési problémat. Ekkor ha valamikor igen valaszt kapunk, akkor nem iires a nyelv.

Természetesen ez az Ut igy nem jarhatd, mert nem véges.

Allitas:
L#£0 < LNT<A) £,

Bizonyitds:
,<=" irany trividlis. ,=—=" irdny bizonyitasa a kis Bar-Hillel-lemmaval torténik. Legyen u
az L nyelv egy minimalis hosszisagu szava. Azt kellene beldtni, hogy {(u) < n(A).

Indirekt médon tegytik fel, hogy {(u) > n(A). Mivel L € L3, ezért igaz a kis Bar-Hillel-
lemma, ahol konstansként vélaszthatjuk n(A)-t, hiszen barmely automata allapotszama jo.
Mivel I(u) > n(A), ezért 1étezik v # € beiterdlhatd részszava. Iteraljuk ezt i = O-szor és jelolje

az igy kapott szét u’ € L. Vilagos, hogy {(u') = I(u) — {(v) < {(u), ami nyilvan ellentmond a
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feltevésnek.

A

Ezzel belattuk, hogy mégis visszavezethet6 az I)-es eldontési problémdra ez a feladat gy,

hogy az Osszes u € T(.A)<"(A) széra megkérdezzik, hogy u € L teljesiil-e.

[11) |L| = 007
Ha ez eldonthetd, akkor nyilvan |L| < oo is elddntheté.

Allit4s:
|L| = 00 <= LNT(APASI<IA) L g,

Bizonyit4s:
Az el6z6 allitashoz hasonléan a kis Bar-Hillel-lemmaval torténhet, amit az olvaséra

bizunk.

A

IV) Ly C Ly?

Vildgos, hogy L1 C Ly <= L;\ Ls = 0. (A zdrtsdgi tételt felhasznalva L \ Ly € L3!)

Probléma: Az L1, Ls automatak kilon-kulon adottak, most pedig a kulonbségautomata-
ra van szukséglink. Nyilvan az eléz6 zartsagi tételt felhasznalva megkonstrualhaté a direkt
szorzat automata: Ay. Ennek végallapotai: Iy x (A2 \ Fa). Erre meg tudjuk, hogy n(A\) =
n(A1)n(Asz).

Kérdés: hogyan lehetne A\-t mint ordkulumot elééllitani az A;, Ay ordkulumokbél? Szi-
mulalassal. Ugyanis minden szdval az A1, Ay ordkulumokat egyszerre inditjuk el, és ha mind-
kettd ledllt, megvizsgiljuk az eredményt. Ha A; igent adott, A, pedig nemet, ak-

kor igent ad vissza a szimulalt ordkulum is, egyébként nemet.

V) Ly = Ly?
Ez is visszavezethetd, ugyanis L1 = Ly <= Li1ALs = (. Ezaltal visszavezettik a II)-

es problémara. Itt az Ax automata az eléz8 feladathoz hasonlé médon szimulalhatd.

13. 2-es tipusu nyelvek

Definicio:
Legyen G = <T, N, P, S> tetszéleges kiterjesztett 2-es tipusi nyelvtan. Ekkor a ¢ fat G felet-
ti szintaxisfanak nevezzik, ha megfelel a kovetkezd tulajdonsagoknak:

1) Pontjai TU N U {€} elemeivel vannak cimkézve.
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2) Belsé pontjai N elemeivel vannak cimkézve.
3) Legyen egy belsd pont cimkéje X, a kozvetlen leszarmazottjainak cimkéi pedig X, Xo, ..., Xj
balrdl jobbra olvasva. Ekkor X — X1 X5 ... X € P.
4) Az e-nal cimkézett pontoknak nincs testvére.
A szintaxisfakkal a levezetés szerkezetét abrazoljuk. Jelolje egy adott ¢ szintaxisfa leveleinek balrdl

jobbra vald Gsszeolvasdsat front(t), a fa gyokerét pedig gy(¢).

Lemma:

Ha t G feletti szintaxisfa, akkor gy(t_)%)front(t_).

Bizonyitds:

A fa magassagara vonatkozd indukcidval.

h = 0 magassag:
Ekkor a t szintaxisfa csak egy pontbdl dllhat, mely esetben gy(¢) = front(¢). (Ugyanis

ekkor minden G nyelvtanra az allitds igaz lesz, mert a levezetés reflexiv.)

h + 1 magassdg:
Tegyuk fel, hogy h magassagra igaz az allitas, be kell latnunk, hogy h + 1 magassagra is
igaz lesz.
Legyen h(t) = h+1. Ekkor biztosan van legalabb két szintje. Legyen a gyokér X € N-nel
cimkézve. Ha t egy szintaxisfa volt, akkor a tq1,1s, ..., tx részfdk is szintaxisfak, tehat igaz, hogy
h(t1),...,h(tx) < h. Alkalmazzuk az indukcids feltételt a ¢; részfakra, tehdt gy(¢;) = front(¢;),

minden i = 1,..., k esetén.
X
X1/ . \x R ahol gy(t)=Xy, gy(ty=Xk
t > ty

13.2. Abra: Indukcids feltétel alkalmazdsa egy szintaxisfara

Legyenek gy(t;) = X; nyelvtani jelek. Tudjuk a definiciébdl, hogy balrdl jobbra olvas-
va X — X1...Xi € P, ezért megkonstrualhatjuk a kovetkezd levezetést:

gy(t) = X—?Xl X %}front(tl)Xg .. .Xk%) .. .%}front(tl) ... front(tx) = front(t).
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Definicié:
Kaptunk egy specidlis levezetést, ugyanis ha egy pozicién elvégziink egy levezetést, az attdl
balra es6 jelek mar valtozatlanok maradnak a levezetés végéig. Ezt nevezzik legbal levezetésnek.

Jelolése: A%})a.

’

Ugyanigy definidlhatd a legjobb levezetés is. Jelolése: A%}a.
G,lj

Kovetkezmény:
Minden G feletti ¢ szintaxisfa esetén gy(t)%front(t). (Természetesen legjobb levezetés is
G

létezik.)

1

Lemma:

Legyen X € TUN U {¢} tetszdleges. Ha X%}a, akkor 1étezik G feletti ¢ szintaxisfa, amelyre
gy(t) = X, és front(t) = a.

Bizonyit4ds:

Levezetés hossza szerinti indukcidval.

h = 0 hosszu levezetésre:

Ekkor nyilvén Xﬂ)a. A definicié szerint X = «, és ekkor egy pontbdl all a fa, melynek

G
X a cimkéje.

h + 1 hosszt levezetésre:
Tegyik fel, hogy h hosszi levezetésre igaz az allitds, bizonyitjuk h+1-re. Legyen X(h—:))oz.
Ekkor természetesen létezik legels6 1épés (b > 0). Tegyiik fel, hogy ez a legelsd 1épés a

kovetkez&képpen néz ki:

XX, X .. X e,
G G

Mivel a G nyelvtan 2-es tipusi, ezért egy kordabbi dllitas alapjdn felbonthaté a = aq ... ayg

(S?hgozi,i =1,...,k. Alkalmazva az indukcids feltételt ezekhez 1éteznek ¢;

alakra ugy, hogy X;
szintaxisfak, amikre gy(¢;) = X; és front(¢;) = a;. Tehat megkonstrualhaté a kovetkezd fa:

a) k = 0 esetén az X — ¢ szabdlyt alkalmaztuk, tehdt a szintaxisfa az X nyelvtani jellel
cimkézett gyokérbdl és egy e-nal cimkézett levélbal all.

b) k > 1 esetén létrehozunk egy X jellel cimkézett csicsot, és ehhez kapcsoljuk hozza balrdl
jobbra aty, ...t szintaxisfak gyokeréit. Ezt megtehetjik, mert X — X1 Xo... X, € P.
Vildgos,hogy mindkét esetben gy(t) = X és front(t) = .

A

Kovetkezmény:

X%}a <= XG—*lb)a <= Xé}a <= létezik G feletti ¢ szintaxisfa, amelyre gy (t) = X és
: A
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front(t) = a.

Tehat széproblémat ugy is el lehet donteni, hogy megprdbalunk megkonstrualni egy G felet-
ti ¢ szintaxisfat, amire gy(¢) = S, és front(t) = u. Ezt a folyamatot nevezziik elemzésnek. Példaul
programnyelvek elemzéséhez hasznalhatd, ugyanis még a szé szerkezetét is megadja.

Tovabba lényeges azt vizsgdlni, hogy egy adott szénak hdny jelentése lehet. Ugyanis ha tobb,
egymastol kulonbozd szintaxisfat lehet konstrualni egy adott széhoz, akkor mar tobb kulonbozo

levezetése 1étezik. Tehdt lényeges probléma az egyértelmiség vizsgalata.
Definicié:

Egy adott G nyelvtan egyértelmt, ha minden u € L(G) szdnak pontosan egy szintaxisfdja
létezik.
Definicio:

Az I € Lo nyelv egyértelmil, ha van olyan G € Gy;io nyelvtan, mely egyértelmii.
Definicié:

Az L € L3 nyelv 1ényegesen nem egyértelmi, ha az adott nyelvhez nem létezik egyértelmi

nyelvtan.

Probléma: Megtaldlni az egyértelmi nyelvtanokat.

1.Példa: Nem egyértelmii nyelvtan: Legyen A egy azonosité (terminalis jel), és G pedig olyan

nyelvtan, ahol:
T = {A+ %},
N = {<kif >},
Pi={<kif >—<kif >+ < kif >|<kif > < kif >| A}.

Nézzuk meg az u = A+ A x A szét. Erre két kulonbozé levezetés is adhatd:

<kif> <kif>

N S

<kif> + <kif> <kif> * <kif>

P N N

A <kif> =* <kif> <kif> + <kif> A

A A A A
13.2. Abra: Példa nem egyértelmii nyelvtanra
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Ez a nyelvtan nem egyértelmi, de a generdlt nyelv mégis egyértelmii, mert tudunk adni hozza

egyértelmi nyelvtant. Legyen G5 nyelvtan szabalyrendszere a kovetkezo:
< kif >—<tag >|<tag >+ < kif >
<tag>—>A|A*<tag>

Ugyanezen u = A+ A x A példaban mar csak egy szintaxisfa létezik:

<kif>

1N

<tag> * <kif>

| |
A

<tag>

N

A * <tag>

A

13.3. Abra: Levezetés egyértelmi nyelvtanban

2.Példa: Lényegesen nem egyértelmii nyelv: Legyen a nyelv a kovetkezd:
{a™b"c™ | n,m >0} U{a™b"c” | n,m > 0}.

Itt nyilvan lehet adni 2-es tipusi nyelvtant az unié mindkét tagjara kulon-kulon, de magara
az uniéra mar nem. Ugyanis az a”b"c” szavaknak mindig lesz két kilonboz6 szintaxisfdja. (Ennek

bizonyitdsat az olvaséra bizzuk.)

14. Nagy Bar-Hillel-lemma

Lemma:

Minden L € L; esetén léteznek p,q > 0 nyelvflggd egész konstansok (p = p(L),q = ¢(L)),
amelyekre ha v € L, és l(u) > p, akkor wu-nak létezik u = zyzvw felbontédsa, ahol I(yv) > 0,

I(yzv) < q és minden i > 0 egészre zy'zv'w € L.

Bizonyit4ds:
Mivel L € Ly, ezért 1étezik hozzd G Chomsky-normalforméji nyelvtan, melyre L(G) = L.

Legyen G = <T, N, P, S> Chomsky-nyelvtan. (Szabalyai A — BC,A — a,5 —

¢ alakiak.) Adjuk meg a konstansokat: p = 2INI=1 & ¢ := 2Nl Ezek a konstan-

sok fuggnek a nyelvtol, de az u sz46t6l mar nem.
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Bizonyitani kell, hogy ekkor létezik egy u = zyzvw felbontds. Legyen u € L olyan, hogy
l(u) > p. Tudjuk, hogy u-hoz létezik olyan G feletti ¢ szintaxisfa, melyre gy(¢) = S és front(t) = u.
Tudjuk tovabba, hogy ¢ bindris fa, mert G Chomsky-normalformaju. fgy ha elhagyjuk a leveleit,
egy pontos bindris fa keletkezik, de ugyanannyi levele lesz akkor is. (Az A — a alaki szabalyok
miatt.) Jeloljik ezt a fat red(t)-vel.

Becsiiljiik meg ¢ magassdgat front(z) hossza segitségével. El8szor red(t) magassdgat becsiiljik:
h(t) — 1 = h(red(t)) > log, I(front(red(t))) = log, I(front(t)) = log, I(u).

Valamint log, I(u) > log, 21V~ = |[N| — 1. Ebb&] mar kévetkezik, hogy h(t) > |N|.

U= Xyzvw

X oy z vV ow

14.4. Abra: A szintaxisfa egyik leghosszabb itja

A leghosszabb dton ezért legaldbb | N |42 darab pont van. EbbSl egy terminalis jel, a maradék
|N|+ 1 pont nyelvtani jellel van cimkézve. Tehdat biztosan van legalabb egy ismétl3dd nyelvtani
jel. Valasszuk ki a leghosszabb dton alulrdl a legeldszor 1smétlédo part. Jelolje ezt az ismétlodo
nyelvtani jelet A. Vegyuk azt a két ty,t5 részfat, ahol ez az ismétlddd nyelvtani jel a gyokér.
Ezaltal felosztottuk a szét ot részre. Ezek alapjan a kovetkezd levezetéseket adhatjuk meg:

a) S%);‘EA’LU, a t — ;1 szintaxisfabdl,
b) A%)yAv, aty — to szintaxisfabdl,

c) A%}z, a t9 szintaxisfabdl.
Alkalmazzuk egyszer az a) pontot, majd i-szer a b) pontot, végil ismét egyszer c)-t. Az ered-

mény:
zy'zv'w € L(G).

Be kell még latnunk, hogy I(yv) > 0. Nézzik meg a b) pontban szerepld levezetést. Ha

l(yv) = 0 lenne, az azt jelentené, hogy a G nyelvtanban A@)A teljesiilne valamely k& > 0-ra.

G
Viszont ez a Chomsky-tulajdonsdgnak ellentmond, tehat I(yv) > 0.
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Bizonyitani kell még, hogy l(yzv) < ¢q. Tudjuk, hogy a t faban a leghosszabb 1t ¢;-re esd

szakasza t1-ben is a leghosszabb, erre viszont a kovetkez6 becslést adhatjuk:
sz(t1) < |N|—1+41,

ahol sz(t1) t1 fa szintjeinek szamat, |N| a kiilonbozd nyelvtani jelek szamat, —1 az ismétlést, +1

pedig a terminalis jelet jelenti. Tehat

h(ty) < |N|+ 1.
Ebbdl kovetkezik, hogy

[N| > h(t1) — 1 = h(red(t1)) > log, (front(red(t1))) = log, !(front(t1)) = log, !(yzv).
Tehat osszegezve megkaptuk, hogy

g =2V > I(yz).

14.1. A nagy Bar-Hillel-lemma alkalmazasa

Mivel ez a lemma egy szikséges feltételt ad meg, ezért arra haszndlhatjuk, hogy kimutassuk,
egy adott nyelv nem 2-es tipusu.
Példa:

Legyen T olyan dbécé, amelyre |T'| > 2, és két kiillonbozd jele legyen t1,t2. Legyen L az igy-

nevezett dadogds szavak nyelve, tehat L = {uu | ue T}

Allitas:
L ¢ Lo

Bizonyités:

Indirekt médon. Tegytk fel, hogy L € L2. Ekkor a nagy Bar-Hillel lemma alapjan 1éteznek
a p, q nyelvfiiggé konstansok. Legyen M := max{p,q}. Vizsgiljuk az a = tMtMtMM c [ szét.
Nyilvan I(«) > p, tehat 1éteznie kell két, parhuzamosan beiterdlhatd, egyiitt nemiires részszénak,
amire a kapott 1) szavak ismét benne vannak a nyelvben.

Végezzik el az i = O-ra az iteracidt, azaz hagyjuk el a megfeleld részszavakat. Legyen az
iteracié eredménye t7"'¢5'?t7"*t5"* € L, ekkor valamely 1 < j < 4-re m; < M, mert nemiires
részszot hagytunk el. Tegytik fel, hogy ¢1-bdl hagytunk el (a bizonyitds ugyanilyen médon torténik
to-re is). Ekkor viszont my = ma < M. Ebbé&l kovetkezik, hogy az yzv részszé mindenképpen lefedi
a teljes t9-es blokkot, és belemetsz mindkét ¢1-be, legaldbb egy-egy jellel. Ez viszont ellentmondas,
ugyanis ellentétben a nagy Bar-Hillel-lemmaval az {(yzv) £ M.
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Kovetkezmény:

A programozasi nyelvek szintaxisa nem irhatd le tisztan 2-es tipusu nyelvtanok segitségével.
Ugyanis pl. a deklaracidk az ugynevezett dadogds szavak legegyszeriibb modellje, amire belattuk,
hogy nem {rhaték le 2-es tipusi nyelvtannal. (Az els§ u részszé ugyanis a deklaracid, a masodik

pedig a hivatkozas.)

14.2. Algoritmikusan eldontheté problémak 2-es tipusi nyelveknél

Tétel:

Legyen I egy 2-es tipusi nyelv. Az alabbi problémdk algoritmikusan eldontheték:
I) uelL,
1) L #0,
) |L| = oo.

Bizonyitas:
I) Mér belattuk 1-es tipusi nyelvekre is. (A 2-es tipusu nyelvtanok szabalyai hosszt nem csokkentd

szabélyok.)

1) Ez visszavezethetd L # ) <= LNT<P # ( alapjan az I) problémara, ahol p példdul a nagy Bar-

Hillel-lemma konstansa.

I11) Ez is visszavezethetd az |L| = co <= LNTP<iSr+d £ () 3llitds alapjan, ahol a p, ¢ konstansok
ismét a nagy Bar-Hillel-lemma konstansai.

A

Kérdés: Miért nem vihetd at az Ly C Loy, illetve az L1 = Lo kérdés algoritmikus eldonthet&sége

Lo-re? Erre ad valaszt a kovetkezd tétel.

Tétel:

L2 nem zart a komplementer, a metszet, a kilonbség és a szimmetrikus differencia

miiveletekre.
Bizonyitas:

Metszet:

Direkt médon. Vizsgdljuk meg a kovetkez6 nyelveket:

Ly =A{a"b"c™ | n,m > 0},
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Ly = {a™b"c" | n,m > 0}.

Koénnyen latszik, hogy L1, Ls € Lo (olyan szabdlyok adhatdk, ahol a két részt kiilon-
kiilon vezetjiik le), de ugyanakkor

L1 N Lg = {a”b”c” | n Z 0} € L:Q.

Ezt a nagy Bar-Hillel-lemma segitségével ldthatjuk be, indirekt médon. (Hasonléan, mint

ahogy azt a dadogds szavak esetében tettiik.)

Komplementer:

Indirekt médon. Tegyiik fel, hogy a komplementer is 2-es tipusi lesz. Ekkor legyen I =

T(L)*\ L, és a DeMorgan-azonossag alapjan L1 N Ly = Ly U Ly. Viszont ha a komplementerre

zart lenne, a metszetre is zartnak kéne lennie, ami nyilvan ellentmondas.

Kiilonbség:
Indirekt médon. Tegylik fel, hogy 7% \ L € L3, ha L € L1, és Lozdrt a killonbségre. De
tudjuk, hogy 7* \ L = L (nyilvan T* € L5 barmely T esetén), és ekkor a komplementer kép-

zésére is zart lenne, ami nyilvanvald ellentmondas.

Szimmetrikus differencia:
Indirekt médon. Ekkor T*AL = T*\ L = L miatt a komplementer képzésére is zart

lenne, de ez ellentmondas.

A

14.3. A veremautomatdk és a 2-es tipusi nyelvek kapcsolata

A tovabbiakban 1-vermekkel fogunk foglalkozni. Legyen V = <A, T,%,4, ag, o, F>

Definicié:

AV veremautomata altal végallapottal elfogadott nyelv:
*
L"WV)={uet* | [ao, u, oq] _v_| [f, ¢, a] valamely f € F-re}.
Definicié:

AV veremautomata altal ures veremmel elfogadott nyelv:

*

LFOWV)y={ueT” | [ao, u, oq] _v_| [b,¢,¢] valamely b € A-re}.

Ekkor az automata definicigjaban a végallapotok halmazat nem szoktdk jelolni.
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Jelolések:
ﬁfv a végallapottal elfogadott nyelvek osztalya.

L7y az ires veremmel elfogadott nyelvek osztélya.

Lemma:

Tetsz&leges V 1-veremhez 1étezik olyan V' 1-verem, melyre L= (V') = L¥ (V).

Bizonyités:

Nyilvan V'-nek hasonléan kell miikodnie, mint V-nek, csak védekeznie kell az ellen, hogy id8
elétt driljon ki a verem, illetve ha V végdllapotba keriil, akkor ki kell uritse a vermet. Tehat
lényegében ugyanazt csindlja, mint V, azaz szimuldlja.

Legyen
V= <A,T,E,5, ag, 09, F>, és
V = (Au{al,d}, T, S U {o4},8', af, of, ), ahol

ay az ij kezd8allapot, of, az 1j kezd8szimbdluma a veremnek, ami mindig a veremben marad, d az
uritéallapot, §' megegyezik d-val, csak még néhany 1j értelmezése van:

o 61(06: g, 06) = ((10, 0006);

— minden f € F 0 € ¥ esetén &'(f,e,0) = (d, ), és §'(d,e,0) = (d,¢).

Ekkor nyilvan L¢ (V') = LT (V).

Lemma:

Tetsz&leges V 1-veremhez 1étezik olyan V' 1-verem, melyre I (V') = I£ (V).
Bizonyit4s:

Mivel az eléz8 lemma megforditasa, hasonléan bizonyitjuk itt is, azaz konstrualunk egy V'
1-vermet. Fel kell venni egy 1) veremtetSt, hogy ki ne uriljon a verem, és kell egy 1) allapot,

mely az egyetlen végallapot lesz. Amikor V elfogad egy szét (kitriil a verem), akkor V'-nek az 1]

végallapotba kell mennie. Tehat itt is szimulaljuk az eredeti V-t. §’ 0] értelmezései:
d'(ag, €, 05) = (a0, 7005),
6'(b, e, 00) = (ayeg; o), minden b € A esetén.

Ebben az esetben I’ = {aygg} és o az 1j jel, ami a veremtetd funkcidjat tolti be.

Tétel:
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F €
Liy =Ly
Bizonyitas:

Az el8z8 két lemma alapjan nyilvanvald, hogy L1, = ﬁfv =Ly -

Definicié:
Legbal, kezd8szelet-egyeztetéses elemzésnek hivjuk azt, amikor egy u € L(G) sz6 egy legbal le-

vezetését konstrudljuk meg levezetés kezddszeletének az eredeti u sz6 kezddszeletével vald egyez-

tetésével.

Példa:
S—)SS| aSh | bSa | ab | ba.

Legyen u = abba. Ekkor egy levezetés példaul S—SS— abS. Itt az ab szd megegyezik
u 8720 kezdGszeletével, tehat ez egy legbal, kezd&szelet-egyeztetéses elemzés kezdete lehet. Ha a

tovabbiakban nincs egyezés, mas alternativat kell keresni.

Tétel:

L:lv - L:z .
Bizonyitas:
”» 2”

Ehhez elég beldtni, hogy tetszlleges G = <T, N, P, S> € Gyito esetén létezik olyan V 1-verem,
melyre L° (V) = L(G).

Olyan V 1-vermet készitink, mely a veremben egy legbal, kezd&szelet-egyeztetéses elemzést
végez. Legyen V = <{a0}, T,TUN,d, ap, S>. Kétféle szabaly lesz. Az els6 az e-olvasasos szabaly.

Ez a legbal levezetésnek felel meg a kovetkezSképpen:
(a0,p) € 8(a0,6,B) <= B—peP (pe(TUN)*).

(A verem teteje a legbal levezetés bal oldali jele, igy ezt helyettesitjiik a szabaly jobb oldaldval.)

A masik szabdly a kezddszelet-egyeztetéses:
d(ag,t,t) = (ag,€), minden ¢ € T-re.

Tulajdonképpen ez az osszehasonlitas, hogy a levezetett terminalis jel benne van-e a széban.

Erre a V-re nyilvdn L¢ (V) = L(G).

Példankban:
[ao, abba, S] —[ao, abba, SS| — [ao, abba, abS] —[ag, bba, bS] —[ao, ba, S] —
A A A A A
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—A—| [ag, ba, ba] —A-| [ao, a, a] —A-| [ao, €, €].

,C:

Azt kell beldtni, hogy tetszdleges V = <A, T,3%,6,aq, 0'0> 1-veremhez létezik olyan G € Gy;qa,
melyre L(G) =L (V).

Tudjuk, hogy V akkor és csak akkor fogadja el az u szdt, ha [ag,u, oq] *:4 [b,g,¢]. Tehat
mikozben V elolvasta az inputot, és atment az ag allapotbdl a b allapotba, a verem feldolgozta a

o Jelet.

Definicié:
Ezt a folyamatot nevezzik o feldolgozasdnak. Egy feldolgozas adatai:
u input, a tulajdonképpeni vezérlés,
ag kiinduldallapot,

b végallapot.

G nyelvtani jelei ilyen feldolgozdsok lesznek. Egy nyelvtani jel alapvetéleg harom informa-
*
cidt fog tartalmazni: honnan indult, hovd érkezett, és mit dolgozott fel. Tehdt az [a, u, o] _v_| (b€, €]

feldolgozasnak az (a, o, b) nyelvtani jelet feleltetjiik meg gy, hogy a kovetkezd feltétel teljestiljon:
(a,o, b)%)u < Ja,u,o] —;—| [b,e, €]
Tehat a feldolgozasok lesznek a nyelvtani jelek, azaz
N :={(a,0,b) | a,be Ao € B}U{S}.

Mik legyenek a nyelvtan szabdlyai?
1) S — (a0,00,b) minden b € A esetén, azaz el kell tudni jutni az S jelbdl feldolgozdsokba.
2) Egylépéses feldolgozds esetén u =t,t € T'U {e}, tehdt ¢t hatdsdra o-t a verembdl kivessziik:
— (a,0,b) —t€P < d(a,t,0) > (b,e),t € TU{e}.
3) Nem egylépéses feldolgozas esetén a kovetkezd szabdlyokat vessziik fel:
— (a,0,b) — t(co, 01,¢1)(c1,09,¢2) ... (ck=1, 0k, ck), ahol cx = b,
— (co,01...05) €8(a,t, o), éscr,...,ch_1 € Atetsz8legesek, |A|F~1 4] szabaly definidltunk.
Ezek utdn bizonyitanunk kell, hogy ez tényleg jé nyelvtan lesz, azaz L(G) = L°(V), ahol
G = <{S} U {(a,o,b) | a,be Ao e X}, T,P, S> és ahol P a most definidlt szabalyokbdl all. (Az
igy definidlt levezetés a feldolgozasnak felel meg.)

Allitas:
*
Tetszdleges u € T™ esetén (a, o, b)%)u akkor és csak akkor, ha [a, u, o] 7\)_| [b,e,€].

Bizonyitds:
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Teljes indukcidval latjuk be.

S .
» .
A levezetés hossza szerint mutatjuk meg, hogy minden levezetés egy feldolgozasnak felel meg.

Mivel u € T*, ezért a legrovidebb levezetés 1 hosszusagi lehet. Ekkor u € T'U {¢} esetén

(1)
(a,o, b)(—i)m €ETU{e} < (be) €d(a,u,0) < [a,u,o] 7\2_| [b,e,¢].

Most tegyuk fel, hogy a h hosszi levezetésekre az allitds igaz, és vizsgaljuk meg az

)

(a0, b_)(%ﬂ) u € T™ levezetést u € T™ esetén. Az nyilvanvald, hogy ekkor biztos lesz legelsé 1épés.

De ez a 1épés csak a 3) pontban definialt szaballyal lehetséges, tehat az elsd 1épés a kovetkezd volt:
(1)
(a0, b)?t(co,ol,cl)...(ck_l,crk,ck), (*)

ahol ¢ = b, tovabba (co, o0102...0k) € d(a,t,0).

Mivel G 2-es tipusi nyelvtan, ezért az u sz6 felbonthatd u = 1wy vs .. . vy alakra, ahol
<h <h
(co, 01, cl)?)vl, N (T ck)?vk.
Ezekre alkalmazzuk az indukcids feltételt, azaz
* *
[co, v1, 01] _v_| [e1,€,¢], ., [en—1, vk, Ok _v_| [ck, €, €]
Most ,rakjuk ossze” ezeket a miikodéseket, igy kapjuk, hogy
*
[60,1)1 Vg, 0109 .. .O'k] _V_| [Ck,E,E].

De nyilvan az els6 1épés (*) és a levezetés definicidja miatt
1) .

[a,tvy ... vk _v_| [co,v1...05,071...0k) _v_| [ck, €, €],

ahol természetesen ¢, = b, amivel az allitast belattuk.

”» c” : "
Most feltessziik, hogy [a, u, o] *V-| [b,e,¢], és a feldolgozas hossza szerinti indukcidval bizonyit-

juk, hogy az (a, o, b) nyelvtani jelbdl levezethets az u € T™ szd.

h =1 hossz:
Egy jel feldolgozdsra keriilt, ezért vildgos, hogy a feldolgozas legalabb 1 hosszi. Tehat
(1)
feltehetjiik fel, hogy [a,u, o] _v_| [b,e,€], és u € T U {¢}, amibdl nyilvan kovetkezik, hogy
(b,e) € §(a,0,b). Viszont a 2)-es szabdlydefinicié alapjan (a, ¢, b) — u € P és igy levezethetd

az u szo.
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h + 1 hossz:

Most tegyuk fel, hogy h hosszi feldolgozasra van levezetés, és lassuk be h + 1-re. Legyen
(h+1)
a feldolgozas [a, u, o] *v—| [b,e,e]. Mivel h legaldbb 1 volt, ezért ez nem egy kozvetlen kon-

figurdcidatmenet, tehat létezik egy legelsd 1épése. FEzek alapjan tehat az u szd felbont-

haté u = tv alakban, ahol ¢t € T U {¢}, és v € T*. Ekkor a legelsé 1épés kiilon felirva:

(1) <h
(%) [a,tv, o] _v_| [co,v,01...0%] _v_| [b,¢,¢]

Nyilvan a o1 . ..oy jelek teljesen feldolgozasra kerulnek, igy 1étezik egy legels6 idépont, amikor
o1 eltiinik. Legyen az automata ebben az idépontban a ¢; dllapotban. (Ekkor nyilvan o van
a verem tetején.) Folytassuk ezt a jelolést, és legyen az automata cy—1 dllapotban abban az
iddpontban, amikor mar csak ox van a verem tetején. Végil vezessiik be a ¢ = b jelolést
is. Jelolje w1, ..., vy azokat a részszavakat, amiket a ¢g, ¢, ..., ¢x allapotok kozott olvastunk.

Ezen jelolések alapjdn nyilvan igaz, hogy

<h <h
[co, v1,01] *V-| [e1,6,€], - [ck=1, VE, O] 7\2_| [ck, €, €]
Ezekre mar alkalmazhatjuk az indukcids feltételt, miszerint
Vi=1,...,k: (ci_1,04 ci)—;)vi.

Viszont a legelsé konfigurdciéatmeneti 1épés (**) miatt igaz, hogy
(a,0,b) — t(co,01,¢1) ... (ch=1, 0k, ck) € P.

Innen nyilvan mér kovetkezik az allitas, mivel u = tvivs ... vg.
A

Most térjiink vissza a tétel bizonyitdasahoz. Az el6bbi llitas és az 1)-es szabalydefinicid alapjan

konnyen latszik, hogy
*
S%m & e A:fao,u,00) —Hbe,e] = ue L (V).

Tehét ez alapjan a V automatdhoz tudunk adni G € Gy nyelvtant, melyre L(G) = L (V).
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15. Determinisztikus 1-vermek

Lattuk, hogy a determinisztikus 0-vermek ugyanazt tudjak, mint a nemdeterminisztikus 0-

vermek. Kérdés az, hogy mit mondhatunk 1-vermek esetén.

Emlékezteto:
Az 1-verem determinisztikus, ha minden konfiguracidjanak legfeljebb 1 dtmenete (r “akovetke-

z8je) van. Ez formalisa leirva:

a) Vae A,oe Xt €TU{e}:|d(a,t,0) <1
b) Vage A;joc € X :|0(a,e,0)|£0 = Vt €T :|i(a,t,0) =0.

15.1. Veremautomatak normalformai

Definicio:
AV 1-verem 1-es normalformaji, ha (b,v) € d(a,t,0) esetén v € {e} U {o} U (Z{c}).
Megjegyzés: Ez a normalforma tulajdonképpen a klasszikus verem megvaldsitdja, ugyanis
— v = € a pop miivelet,
— v = o a top mivelet,

— v € (E{U}) a push mivelet (itt a X{o} a komplexusszorzatot jeloli).

Definicio:
A V l-verem 2-es normélform4ji, ha 1-es normalformdjyd, és ha barmely [a, u, a] terminalé

konfigurdcié esetén u = . (Azaz ha az automata megdll, akkor biztosan végigolvasta az inputot.)

Definicié:

A V l-verem 3-as normaélforma4ji, ha 2-es normalform4jud, és biztosan mindig terminal.

Megjegyzés: most csak végallapottal torténd elfogadassal foglalkozunk.

Lemma:

Tetsz8leges V' 1-veremautomatahoz 1étezik 1-es normalformaji V' 1-veremautomata, amire

L(V) = L(V).
Bizonyitds:

V' csak kevésben fog eltérni V-t&l. Mik lesznek ezck az eltérések? Vildgos, hogy a normalforma

szempontjabdl rossz atmeneteket kell megkeresni, és ezeket megfelelékkel szimuldlni. Hogy néznek
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ki ezek a rossz atmenetek? Nyilvan igy:
(b,op0k-1...01) € 6(a,t,0).

Ennek szimulacidja 1-es normalformaju miikodésekkel, ahol ¢g, ¢q, ..., cx_1 1) allapotok:
d'(a,t, o) = (co,€),
d'(co,¢,0") = (c1,010") minden o’ € X esetén,

(5’(61,6, 0'1) = (Cg, 0'20'1),

(5’(Ck_1,6, o'k—l) = (b, O'ko'k—l)-

Ezek nyilvan mar 1-es normalforméjiak.
Végill még az elinduldst kell biztositanunk a &'(ap,e,04) = (ag,000)) dtmenettel, hogy
az eredeti miikodéssorozat elvégezhetd legyen, ahol af az 1j kezd8allapot, of pedig a ve-

rem 1) kezd&szimbdluma.

A

Lemma:

Tetsz8leges V 1-veremautomatahoz 18tezik V' 2-es normalform4aji 1-veremautomata, melyre

L) = L(V).

Bizonyitds:

Az el&z8 lemma értelmében feltehetd, hogy V mar 1-es normélformédban adott.

Ekkor gond a terminalé konfiguracidval lehet, ugyanis lehet ugy termindld, hogy [a, u, a] esetén
u # €. De ekkor nyilvan — mivel egy jel biztos van u-ban — létezik u = tv felbontasa, ahol ¢ € T,
ésveT™.

A veremtartalom szerint két eset lehetséges. Vagy a = £, de ekkor 1) veremkezdd-szimbdlum
bevezetése a megoldas (feltehetd, hogy V mar eleve ilyen), vagy a # €. Ekkor legyen o = oo/, ahol
o € X. A problémat az jelenti, ha d(a,t,0) = § minden ¢t € T-re, és d(a,e,0) = 0. (Ez jelenti a
terminaldst ebben az allapotban.) Megoldasként bevezetiink egy dj d allapotot, és minden ilyen

a € Aés o €Y esetén hozzavesszuk a kovetkezd atmeneteket:
8 (a,t,0) :=(d, o),
d'(d,t,0") :==(d,o') mindent € T-re és ¢’ € X-ra.

Ekkor a d allapotban végig lehet olvasni az inputot. Persze nyilvan d ¢ F”.
Tehét kaptunk egy V' 2-es normélformdji veremautomatat V-bél, melyre L(V') = L(V).
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Megjegyzés: Mindkét lemma esetében nyilvanvald, hogy ha a V veremautomata determinisztikus

volt, akkor V' is az lesz.

Lemma:

Tetsz8leges V determinisztikus 1-veremautomatahoz 1étezik V' 3-as normalform4ji determi-

nisztikus 1-veremautomata, melyre L(V') = L(V).

Bizonyit4ds:
Az eléz6 lemma értelmében feltehetd, hogy a V 1-verem 2-es normalformdban adott. Ekkor

az egyetlen probléma, ha 1étezik végtelen konfiguraciéatmenet-lanc.

Jelolés: [a,u,al —::—| 0.

*
Tegylik fel, hogy [a, u, a] —V-| oo. Ekkor tudunk talalni a miikodés soran olyan allapotot, ahol

mar vagy elolvasta az input sz6t, vagy mar nem olvas tobbet. Legyen ez a b allapot: [b, ¢, 3] —::—| 0.
Tegyuk fel, hogy ekkor B := o1...0k. Mivel V 2-es normalformdju, ezért 1-es is, tehat oy sose
keriil ki a verembdl. (Ugyanis a pop ki tudja venni a verembél, de az automata lires veremmel nem
miikodik.)

Legyen jo a legkisebb indexii olyan o, mely a miikodés sordn végig a veremben van, azaz
Jo := min{j | o; mindig a veremben van}. Nyilvan ekkor létezik egy olyan idSpillanat, amikor ez
a 0}, lesz a verem tetején. Legyen ennek az idSpillanatnak a konfiguracidja [co, €, 05,05,41 ... O&].
Tudjuk, hogy o;, sose kerul ki a verembdl, tehat az utdna kovetkez6 o 41,..., 0% jeleket el is
hagyhatjuk, tehat

*
[co, €, 05, 7\)_| 00.

Tehat ezeket az atmeneteket kell atdefinialni.

d(a,e,0), hala, e, o]-b8l indulva nem létezik végtelen konfiguraciédtmenet-lanc,
§'(a,e, o) == (d, o), ha [a, ¢, o] —;—| 0, és kozben nem érint végallapotot,
(f, o), ha [a, &, o] *:;4 00, és kozben érint végallapotot.
Itt d, f 4j dllapotok, és F' := FU{f}. Ekkor d ismét csak az input szd végigolvasasat végzi el.
d'(d,t,0') := (d, 0') minden ¢’ € T-ra.
Egyetlen probléma még az f végallapotnal maradt, ugyanis lehet, hogy itt még nem olvastuk
végig az input sz6t. Ezért ha van még jel az inputon, azt a szét se fogadhatjuk el, azaz
d'(f,t,0') :== (d, ') minden ¢ € Y-ra.

Az igy definialt V' veremautomara tényleg L(V') = L(V), és ez a V' is determinisztikus lesz.
A
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Definicié:
AV veremautomatdt inputterminatoros veremautomatanak nevezziik, ha az inputja végén

van egy vége jel (EOF), amit # jelol, és d a # jelre is definidlva van. Ekkor

*

LWV ={ueT" | [ag, u#t, oo 71)—| [f, &, @] valamelyf € F-re}.

Jelolése: L1y = {L(V) | V' inputtermindtoros 1-verem }.

Megjegyzés: ha V determinisztikus, akkor jelolésben Lpigpy-et haszndlunk.

Konnyen belathatd, hogy Lig1y=L1y -

Tegyiik fel, hogy V egy inputterminatoros veremautomata, V' pedig egy nem inputterminatoros
veremautomata. Ekkor ha (b, @) € d(a, #, ), akkor (b, ) € §'(a,¢,0), és igy V' mar nem biztos,
hogy determinisztikus.

De ugyanakkor forditva mar igaz, hogy egy V veremautomatabél tudunk csinalni egy V' input-
termindtoros veremautomatat §'(f, #,0) = (f(z), o) atmenetek segitségével (minden o € X-ra),
ahol f(?) 1ij végéllapot.

Tehat most kimutattuk, hogy Lp1yv C Lpigrv- Osszefoglalva:

Loy C Lpiery € L1ty = L1v = Lo

Célunk az, hogy kimutassuk, Lpr¢1y zart a komplementer képzésre. Ugyanis L2 nem zart a komp-

lementer képzésre, s igy belatnank a valddi tartalmazast (,CDI“V%EQ).

Lemma:

Lp1e1y zart a komplementer miiveletre.

Bizonyités:

Legyen L € Lpye1y tetsz8leges nyelv. Be kell 1atni, hogy ekkor L € Lprsy- Legyen V =
<A, T,%,68,a9,00, F, #> az L nyelvet elfogadd inputtermindtoros 1-verem, melyre L(V) = L.

A korabbi lemmadk alapjan feltehetd, hogy V 3-as normalformdban adott, azaz ha tekintiink
egy adott u# inputot, akkor erre ¥V mindig megall, valamint az inputot mindig végigolvassa. Miutdn
elolvasta a # jelet, tesz még néhany e-1épést, majd megall.

Ha tehdt tekintiink egy tetszbleges u ¢ L(V) szét, akkor V az u szd elolvas sa ut n az e-1épések
soran nem érint végallapotot (legyen ez a ’ tulajdonsag), ha pedig u € L(V), akkor nyilvan u szé
elolvas sa ut n az e-1épések sordn érint végallapotot (legyen ez a ” tulajdonsig).

Most prébéljuk megkonstrualni a V determinisztikus, inputterminatoros 1-vermet. Ez lényegét
tekintve V-vel azonos, eltérés csak a # jel elolvasdsa utan van.

Legyen V = (AU A" U A" U {avég},T,E,5’,a0,0'0,{avég},#>, ahol A" = {b' | b € A} és
A" = {b" | b € A}. Ekkor # elolvasdsira 8’ definiciéja:

, _J (¥, @), had(a,#,0)=(b,a),ésb¢ F,
(5((1;#;0') -—{(b//’a)’ ha(f(a,#,o’):(b,a),ésbe}? .
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Valamint
' |, a), had(aeo)=(ba)ésbgF,
0'(d’,¢,0) '_{(b”,a), ha d(a,e,0) = (b,a) ésbe F °

Tehat ha megérkeziink V-ben az els6 végallapotba V a b” llapotba megy 4t. Tehdt legyen
d'(a",e,0) = (b, a), had(a,e,0) = (b, a).

Ha Vegy b’ llapotban all meg, akkor nyilvan u & L(V), és ha egy b llapotban, akkor u € L(V).
Amikor V egy b llapotba megy, nyilvan végéllapotba kell menniink. De itt az eredeti § nincs
értelmezve, tehat ¢’-t defini Thatjuk igy:

§'(a',e,0) .= (aveg, o), ha §(a,e,0) = 0.

Nyilvédn erre a konstrukciéra igaz, hogy L(V) = L(V) = L. A

Foglalkozhatnank még a 2-vermekkel, illetve az ezeknél nagyobb veremszamu automatakkal.
Ezek mar minden Lo-beli nyelvet el tudnak fogadni, azaz az 1-vermekhez képest mar két osztalynyit
ugrottunk. Tovabbi érdekesség, hogy az 1-vermekkel ellentétben a determinisztikus 2-vermek ugya-

nazt a nyelvosztalyt adjak, mint a nemdeterminisztikus 2-vermek.
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16. Elemzési mdodszerek

A most kovetkezd fejezetben az eddigiekben targyaltak egyik gyakorlati alkalmazdsat vizsgal-
Juk meg, és itt kapcsolédunk be a forditoprogramok elméletének vizsgalataba. Nem célunk, hogy
teljes részletességgel targyaljuk az egyes mddszereket, hiszen ez mar az automatdk és formalis

nyelvek keretein tulmutat.

16.1. Az elemzési moédszerek célja

A forditéprogramok az inputként kapott karaktersorozatot elészor az adott nyelvtan szabalyai
szerint analizaljak. Ezt persze tobb 1épésben teszik, melyre mar volt néhany utalas az el6zd fe-
jezetek soran. Az analizis a lexikdlis elemzés soran felismeri a programnyelv lexikdlis egységeit
és adott szimbdlumokkal helyettesiti. Ez a miivelet 3-as tipusi (regularis) nyelvtan segitségével
irhaté le, mely konnyen implementalhatd, ezért ezzel a tovabbiakban nem foglalkozunk. A szintak-
tikus elemz6 a lexikdlisan elemzett szimbdlumsorozatot szerkezetileg ellenérzi egy 2-es tipusi nyelv-
tan felhasznalasiaval. Ennek az elemzési fazisnak rendszerint egy szintaxisfa a kimenete. Az anali-
71s utolsd 1épésében pedig szemantikusan ellendrzi a felépitett szintaxisfat. Mi méar nem foglalko-
zunk a szemantikus ellendrzéssel e fejezetben.

Nézziik tehat, miis az elemz8k célja. Adott egy G = <T, N, P, 5'> € Gyita 6segy u € T* s26. Az
elemzési algoritmusok feladata azt eldonteni, hogy u szé eleme-¢ L(G)-nek. Ha igen, akkor tovabbi
feladata, hogy el6allitsa a szintaxisfat, ellenkez6 esetben hibajelzéssel lealljon. A szintaxisfat azért
célszerli felépiteni, mivel ebbdl konnyen megadhaté az inputként megadott program jellemzése,

szerkezete.

16.2. Mdédszerek és osztalyozasaik

Az elemzési médszerek célja tehdt, hogy létezik-e S—;—m, ahol S az adott G nyelvtan
kezddszimbdluma, és u sz0 az input szimbdlumsorozat. Ennek eldontésére tobbféle modszer 1étezik,
melyeket a szintaxisfa felépitésének iranya szerint osztalyozhatunk. Az alabbiakban a két legna-
gyobb csoporttal fogunk foglalkozni:

a) felilrdl lefelé (Top-down), és
b) alulrdl f5lfelé (Bottom-Up).

Az elemz8k mésik szempont szerinti osztalyozdsa lehet az input karaktersorozat kezelésének
mddszere. Ez altalaban meghatarozott, hiszen példaul egy programszoveg is csak szekvencialis file-
ban érhetd el a legtobb esetben, igy u szét csak balrdl jobbra lehet elolvasni. Ezeket az elemz&ket
nevezzik Left to right elemz&knek.

Tovabba osztalyozhatjuk az algoritmusokat aszerint is, hogy determinisztikus, illetve nemde-
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terminisztikus algoritmusok-e. A nemdeterminisztikus algoritmusoknak viszont csak elvi jelentdsé-
guk van, hiszen a gyakorlatban hasznalhatatlanok. Ellenben ezen algoritmusokbdl programtransz-

formdcidk segitségével mar determinisztikus programok hozhatdk 1étre.

16.3. Felilrol lefelé modszerek
Ezek a mddszerek a szintaxisfat a gyokértél (S kezddszimbdlumtdl) kezdve épitik fel.
ElSszor nézzik egy példat erre a médszerre. Legyen T'= {(,)}, N = {S},u = ()(), és legyen
G = <T, N, 'P,S>, ahol
P={S — 85| (5) [ 0}
Ekkor a szintaxisfa felépitése S kezd&szimbdlumbdl:

S—SS— ()S— ()(), azaz:

1)

/ S\
2) g 3 g
( ) ( )
16.5. Abra: Top-Down elemzd miikodése

Most nézziink meg egy nem determinisztikus Top-Down elemzdt részletesebben. A struktog-
ramban hasznélt ¢ véltozé most egy szintaxisfat jelent és felhaszndljuk a kov(¢) fiiggvényt is, mely

az Osszes t szintaxisfabdl egy szabaly alkalmazdsaval szarmaztathatd 4) szintaxisfanak a halmazat

adja.
t:=S5
kov(t) # 0
‘ t :€ kov(t)
front(t) = u Kiilonben
Exit(igen,t) Exit(nem)

Annak érdekében, hogy hasznalhatd legyen ez az algoritmus, determinisztikussa kell tenni. Egy

nemdeterminisztikus program mindig szemléltethetd a sajat lefutdsfajaval. Ez tulajdonképpen az
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osszes lehetOség felvételét jelenti a faba. A jelenlegi algoritmus lefutasfajaban minden pont egy

szintaxisfa lesz. Nézzuk meg, mi lesz a szintaxisfaja a konkrét példanknak:

S

16.6. Abra: Példa a Top-Down elemzd lefutdsi fajdra

Ebben a lefutdsi faban egy levél ,,+” cimkét kap, ha megoldja a feladatot, ellenkezé esetben
»- cimkét kap. fgy tehat , 4”7 cimkéji leveleket kerestiink a faban. Tehdt a determinisztikussa
transzformalas algoritmusa a lefutasi fa valamilyen bejarasa. Ebben az esetben ha érintiink ,,+”

cimkét, akkor igen, kulonben pedig nem valaszt ad.

Fontos kérdés, hogy milyen bejarast alkalmazzunk. Tekintsiik el&szor a szintfolytonos bejarast.
Mivel minden pontnak csak véges szamu ledgazasa lehet, ezért egyszer biztos megtalalja a ,+”

cimkét, ha van ilyen. Kiilonben vagy nem terminal (végtelen magassigi fa esetén), vagy nem

valaszt ad.

Meg kell vizsgélni, hogy mennyi lehet igy az algoritmus miiveletigénye. Ezt I(u) figgvényében
adhatjuk meg. Mivel minden nyelvtani jelre van legaldbb két alkalmazhatd szabaly, ezért a lefutasi
fa legaldbb bindris. (Ugyanis ha csak egy szabaly létezne, azt el is hagyhatndnk.) Legyen K az
osszes szabdly jobboldalat tekintve a leghosszabb helyettesités hossza. Ekkor biztosan kell legalabb
% levezetési 1épés. Ett6] csak nagyobb lehet a ,,4+” cimkejl pont magassaga: h(t) > l(%) Ekkor
a bejart pontok szama viszont legalabb 2%\&, mert a lefutdsi fa legalabb binaris. fgy viszont
exponencialis az idébonyolultsdga a szintfolytonos bejarasi algoritmusnak. A gyakorlatban ez igy

tulajdonképpen hasznalhatatlan.

Most nézziik meg, preorder bejaras esetén mit mondhatunk. Ez mar tulajonképpen a
visszalépéses keresés algoritmusa lesz. Probléma viszont ezzel az algoritmussal, hogy nem min-
den esetben taldlnd meg a ,+” cimkét. (Az elébbi példa ilyen.) A ,+” cimke meg-

talaldsa csak akkor garantdlt, ha a fa véges. Persze megoldasként megtehetjiik, hogy a re-
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kurziv szabalyokat a fa , végére” helyezzik, ezdltal sokkal nagyobb eséllyel fogjuk megtalalni a
»+’ cimkéket. A lefutasi id6 nem valasz esetén itt is exponencialis, de igen valasz esetén mar le-
het polinomidlis is az id6bonyolultsag.
Meg kell vizsgdlni, milyen mddszerekkel lehet az idébonyolultsagot csokkenteni.
— Csokkentjuk a lefutasi fa szélességét bizonyos feltételek kikotésével a levezetésekkel
szemben.
— Vigasi kritériumokat hatdrozunk meg, azaz ha egy tulajdonsag a lefutdsi fa egy adott pontjara
fennall, akkor az abbdl szarmaztatott pontokra is fenn fog allni.
Az el6z6 problémdk és még néhany, most nem emlitett probléma miatt az elemz&k csak bizo-
nyos feltételeknek megfeleld nyelvtanok esetén hasznalhatdk. Ezek a kovetkezd feltételek:
a) Egyértelmiiség
— Bz nyilvanvalg, hiszen ellenkezd esetben két szintaxisfat rendelne egy adott input
széhoz.
b) redukaltsig
c) ciklusmentesség
— A végtelen lefutdsi fa elkerulése érdekében koveteljuk meg.
d) e-mentesség

— Ezt nem minden esetben fogjuk megkovetelni.

16.4. LL(k) nyelvtanok

16.5. Alulrdl folfelé modszerek

16.6. LR(k) nyelvtanok

16.7. Kapcsolat cpy,y és az LR(k) nyelvek kozott

Jeloljiil az L R(k) nyelvtanok altal generdlt nyelvek halmazat Ly px)-val.

Tétel:

Lpitry = LLRrk)

Ezt a tételt nem bizonyitjuk.
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